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1 Kombinatorisches Optimierungsproblem I1

1.1 Definition

D = Menge der Eingaben I
S(I € D) = Menge der zur Eingabe I zuléissigen Losungen

f: S(I) = N7Y = Bewertungs-/Kosten-/MaBfunction

ziel € {min, max}

1. Beschrinkung auf natiirliche Zahlen, weil Vergleich reeller Zahlen bislang nicht beweisbar
schnell funktioniert.

2. Ausschluss der 0 fiir spitere Definitionen sinnvoll (l&sst sich durch Modifikation von f in
der Regel trivial erreichen)

Gesucht ist zu I € D eine zuléssige Losung oopt € S(I), sodass

OPT(I) = f(oop) = ziel{f(0) | & € S(I)}

1.2 Beispiele
1.2.1 Das Rucksackproblem Rucksack

D ={(W,vol,p,B) |{1,...,n},vol: W —N,p: W~ N,B e NVYwe W :vol(w) < B}

S((W,vol,p, B)) ={AC W | Y vol(w) < B}
wEA

FA) =" pu

weA
ziel = max

Die Restriktion der verfiigharen Waren auf solche, die in den leeren Rucksack passen, hilft gegen
das kiinstliche Aufblahen der Eingabe.

1.2.2 Das Knotenfirbungsproblem Col

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S((G)) = {cv | ey ist eine Knotenfirbung von G}

flev) = lev(V)]

ziel = min

Die Grofle der kleinsten méglichen Knotenfiarbung ist die chromatische Zahl x(G).

1.2.3 Das Kantenfarbungsproblem EdgeCol

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S({G)) = {cg | cpist eine Kantenfirbung von G'}
fler) = |ea(E)|

ziel = min

Die Grofe der kleinsten moglichen Kantenfirbung ist der chromatische Index x/(G).



1.2.4 Das Traveling-Salesperson-Problem TSP

D = {(Kp,c) | K, vollstindiger Graph auf n Knoten,c: F +— N, }
S((Ky,c)) ={C | C = (vi,,Viy, - - ., Vi,,v;;) ist ein Hamiltonkreis}

n—1

f(CE) = C(Uinﬂ U’il) + Z c(vijvvij+1)

J=1

ziel = min
1.2.5 Das metrische Traveling-Salesperson-Problem ATSP

D = {(Ky, c) | K, vollstandiger Graph auf n Knoten,c: E — N,
Vu,v,w eV i e(u,v) < c(u,w) + c(w,v)}
Dreiecksungleichung

S((Kp,c)) ={C|C = (vil,vi2, ..., Ui, v;) ist ein Hamiltonkreis}

f(CE) =c Ulna UZl Z C\Viy, UZ]+1
ziel = min

1.2.6 Das Problem der Unabhangigen Knotenmengen IS

D ={(G) | G = (V, E)ein Graph}
S{G))={U|UCV,Vu,v e U: (u,v) ¢ E}
fU) = 10|

ziel = max

1.2.7 Das Erfiillbarkeitsproblem Max-SAT

Sei V.= {z1,...,z,} die Menge der Variablen. Als Literal [ bezeichnet man eine Variable
x; € V oder ihre Negation 7;. Eine Oder-Klausel (kurz Klausel) C = I3 V --- V [} ist eine
Oder-Verkniipfung von Literalen.

Eine Boolesche (n,m)-Formel ® = C; A --- A Cy, in konjunktiver Normalform ist eine Und-
Verkniipfung von Oder-Klauseln aus n Variablen aus V.

D = {(®) | ®eine boolesche (n, m)-Formel in KNF}
S({(®)) ={b|b:V — {FALSE, TRUE}}
wahr(®) = |{j | C; € ®,b(C;) = TRUE}|

ziel = max

2 t(n)-Zeit-Approximationsalgorithmus A

Fiir Eingabe I € D berechnet A in Zeit ¢(|I|) eine Ausgabe o7 € S(I). Es gilt die Schreibweise
A(I) = f(of).



3 Konstante Giitegarantie

3.1 Definition

1. A hat bei Eingabe I absolute Giite von

ra(l) = |A(I) - OPT(D)|

2. Die absolute Worst-Case-Giite von A abhingig von der Eingabelidnge n = |I| ist die Funk-
tion
k% (n) = max{ka(I) | I € D,|I| <= n}

3. A garantiert eine absolute Giite von k4 : N +— N, falls fiir alle n € N gilt:

A (n) < ka(n)

4. A hat eine absolute Abweichung von x/; : N +— N, falls fiir unendlich viele n gilt

Eine unendlich groie Menge D’ C D heifit /;(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle
I €D gilt:
ra(l) = k(1))

3.2 Unmoglichkeitsergebnis fiir das Rucksackproblem

Satz. Fualls P # NP, dann gibt es keine Konstante n € N, sodass es einen polynomiellen
Approzimationsalgorithmus A fiir das Rucksackproblem gibt mit

|A(I) — OPT(I)| < k

Widerspruchsbeweis. Unter der Annahme, dass A und k existieren, kann RUCKSACK in Poly-
nomzeit exakt gelost werden, was P = NP zur Folge hat:

Konstruiere aus einer Instanz I = (W, vol, p, B) eine neue Probleminstanz I’ = (W, vol, p/, B)
mit p'(w) = (k+ 1) - p(w). Eine zulissige Losung o fiir I ist auch eine zulissige Losung fiir I'.
Gleiches gilt aufgrund der Monotonie der Multiplikation auch fiir optimale Losungen. Durch die
Multiplikation aller Preise mit &+ 1 betrigt die ,,Liicke* zwischen den optimalen und der ersten
nicht-optimalen Losung fiir I’ mindestens k + 1.

Da A eine absolute Giite von k garantiert und in Polynomzeit terminiert, kann es nur eine
optimale Losung fiir I, welche auf optimal fiir I ist, zuriickgeben. Damit ist das N P-vollsténdige
RUCKSACK in Polynomzeit exakt 16sbar. O

Die hierbei verwendete Vorgehensweise einer Selbstreduktion sowie das ,, Aufblasen“ des Pro-
blems (,Scaling, ,Gap Amplification®) ldsst sich auch auf viele andere Probleme wie etwa
SETCOVER anwenden. Folglich kann eine konstante Giitegarantie nur fiir vergleichsweise wenig
Probleme erreicht werden.

4 Relative Giitegarantie

4.1 Definition

1. A hat bei Eingabe I eine relative Giite von

A(I)  OPT(I)
pall) = maX{OPT(I)’ A } =



2. Die relative worst-case-Giite von A ist die Funktion

pi’(n) = max{pa(I) | I € D,i] <n}

3. A garantiert eine relative Giite von p4 : N — N, falls fiir alle n € N gilt
P (n) < pa(n)

4. A macht fiir die Eingabe I € D einen relativen Fehler von

|A(I) — OPT(I)| A(I)

sal)="—Gpry  ~ loprn

_1‘

5. A garantiert einen relativen Fehler von €4(n), falls fir alle {I | I € D, |I| < n} gilt
ea(l) <ea(n)

6. A hat eine relative Abweichung von p/y : N — N, falls fiir unendlich viele n gilt
P (n) = pla(n)

Eine unendlich groBe Menge D’ C D heifit p/,(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle
[eD gilt
pa(l) = pa(|1])

Es folgen daraus direkt, dass
1. bei einem Minimierungsproblem 1+ e4(n) = pa(n) ist.

2. bei einem Maximierungsproblem 1 —e4(n) = ist.

1
pa(n)
3. fiir alle Probleme e4(n) < pa(n) — 1 ist.

Weiter lassen sich damit obere bzw. untere Schranken der Optimallésung aus einer approxi-
mierten Losung angeben. Es folgt, dass

1. bei einem Minimierungsproblem gilt

oaamy AW = OPT(I) < A(I) < pa([T]) - OPT(I)

2. bei einem Maximierungsproblem gilt

1
pa(lI])

LOPT(I) < A(I) < OPT(I) < pa(l1]) - A(I)

3. bei beiden Problemtypen mit der Beziehung
|A(I) — OPT(I)| < ea(|I]) - OPT(I)

gilt
(1 —ea(lI])) - OPT(I) < A(I) < (1 +ea(|I])) - OPT(I)



4.2 Unmoglichkeitsergebnis fiir das allgemeine (volle) TSP

Satz. Wenn es einen polynomiellen Approrimationsalgorithmus A mit konstanter relativer Giitegarantie
r fir das volle TSP gibt, dann gilt P = NP.

Beweis durch Reduktion. Durch Benutzung von A mit beliebiger konstanter relativer Giitegarantie
r € N kann HAMILTON auf das volle TSP reduziert werden. Es wird also HAMILTON < pTSP|r]
fiir alle r gezeigt:

Sei der Graph G = (V| E) mit n = |V, gegeben. Dazu wird nun passend eine Probleminstanz
I = (K, ¢) fiir TSP erzeugt. ¢ wird wie folgt konstruiert:

(. 0) 1 falls {u,v} € E (,kurze“ Kante)
c(u,v) =
(r—1)-n+2 sonst (,lange* Kante)

I kann in Polynomzeit aus G berechnet werden. Es gilt weiter:
e G € HAMILTON = kiirzeste Rundreise in /g hat die Léinge n

e G ¢ HAMILTON = kiirzeste Rundreise in I nimmt mindestens eine der langen Kanten
und hat damit eine Ldnge von mindestens

(r=1)n+24+n—-1=r-n+1>r-n

e [ besitzt keine zuldssige Losung o mit n+ 1 < ¢(o) < r-n.

Durch den folgenden Algorithmus kann also HAMILTON entschieden werden:

konstruiere I
approximiere mit A eine kiirzeste Rundreise A(Ig)
if A(Ig) > r-|V| then
return G ¢ HAMILTON
else
return G € HAMILTON
end if

O]

Der Ansatz der Konstruktion von Probleminstanzen anderer N P-schwerer Probleme und
der anschlieBenden Verwendung eines Scaling-Arguments kann auch fiir weitere Probleme ver-
wendet werden. Ebenfalls kénnen damit bestimmte Bereiche fiir mogliche konstante relative
Giitegarantien ausgeschlossen werden, etwa p < % bei BINPACKING.

5 Pseudo-polynomielle Algorithmen

Sei II ein kombinatorisches Optimierungsproblem, sodass in allen Instanzen I alle vorkommenden
Zahlen natiirliche Zahlen sind. Sei maxnr(/) die grofite in I vorkommende Zahl. Ein Algorith-
mus wird als pseudo-polynomiell bezeichnet, falls es ein Polynom poly(-, ) gibt, sodass fiir alle
Instanzen I seine Laufzeit poly(|I], maxnr([)) ist.

Kann also das Problem so eingeschréankt werden, dass fiir alle Instanzen I die gréfite vorkom-
mende Zahl durch ein Polynom begrenz wird, also maxnr(/) < ¢(|/]) mit Polynom ¢ gilt, so ist
auch die Laufzeit des Algorithmus polynomiell.



6 Starke NP-Vollstindigkeit

6.1 Definition

Ein NP-vollstéandiges Entscheidungsproblem L wird als stark NP-vollstéindig bezeichnet, wenn
es ein Polynom ¢ gibt, sodass Ly = {z | € L,maxnr(z) < ¢(|z|)} NP-vollsténdig ist. Gibt es
kein solches Polynom, gilt L als schwach NP-vollstdndig.

FEine dquivalente Charakterisierung ist: Das NP-vollstéindige Entscheidungsproblem L ist stark
vollsténdig, falls es keinen pseudo-polynomiellen Algorithmus fiir L gibt (unter der Annahme
P # NP).

6.2 Beispiele

e HAMILTON und CLIQUE sind stark NP-vollstéindig, da bei ihnen das Polynom ¢(n) = n
ausreicht.

e TSP ist stark NP-vollstandig, da sogar das ATSP mit Gewichten 1 und 2 NP-vollstindig
ist.

e RUCKSACK ist schwach NP-vollsténdig, weil es einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir
die Optimierungsvariante gibt, der auch fiir das Entscheidungsproblem verwendet werden
kann.

7 Approximationsschemata

Wiéhrend die Ergebnisse von Approximationsalgorithmen mit absoluter oder relativer Giitegarantie
nur durch eine Modifikation oder Wechsel des Algorithmus verbessert werden konnen, ist es
manchmal gewiinscht, im Gegenzug fiir eine verldngerte Laufzeit eine bessere Giite zu erreichen.
Dafiir sind sogenannte Approximationsschemata geeignet.

7.1 Definition

Sei IT ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fiir II, der eine Proble-
minstanz I von IT und ein 0 < £ < 1 bekommt.

1. A ist ein polynomielles Approximationsschema (PAS) fiir II, wenn A zu jedem I und fiir
jedes € in Zeit O(poly(]I])) eine zuléssige Losung zu I mit relativem Fehler e4(1,¢) < ¢
berechnet.

2. A ist ein streng polynomielles Approximationsschema (FPAS), wenn A ein PAS mit Lauf-
zeit O(poly (|1], 1)) ist.

Satz (Umwandlung eines (F)PAS in einen exakten Algorithmus). Sei A ein (F)PAS und zu
jeder Eingabe I Z(I) eine obere Schranke. Sei * = ﬁ, dann ist A(I,e*) = OPT(I). Sofern
A ein FPAS ist, liegt die Laufzeit in O(poly(|I|, Z(I))).

Beweis. Starte A mit Eingabe I und *. Es wird eine zuléssige Losung zu I gefunden, fiir ihren

relativen Fehler gilt
_ ’OPT(I) — A(Ivg*)| < g*

a Ia * —=
fall,€) OPT(I)
Weil OPT(I) < Z(I) beschrankt ist, folgt fiir die Abweichung
OPT(I)
PT(I) — A(L,e")| <e&*-OPT(I) = ——% <1
OPT(1) = A(L&")| < - OPT(D) = o <
Da die Werte zuldssiger Losungen immer ganzzahlig sind, folgt |OPT(I) — A(I,&*)| = 0, damit
also die Optimalitit von A(I,e*). O



7.2 Unmoglichkeitsergebnisse fiir Approximationschemata

Satz. Sei Il ein Optimierungsproblem. Wenn es ein Polynom q(-,-) gibt, sodass ¥I € D :
OPT(I) < q(|I|,maxnr(I)) gilt, dann folgt aus der Existenz eines FPAS fiir I1, dass ein pseudo-
polynomieller exakter Algorithmus fir 11 existiert.

Satz. Wenn es fiir eine Optimierungsvariante eines stark NP-vollstindigen Problems ein FPAS
gibt, dann folgt P = NP.

8 GreedylS fiir IS

U=0,t=0V0 =V

while V® +£ () do
G® = der durch V® induzierte Graph
u; = ein Knoten mit minimalem Grad in G®
VD = VO — ({u} UT g (w)
U=UU{u}
t=t+1

end while

return U

Satz. Sei G ein knoten-k-firbbarer Graph, dann ist

GREEDYIS(G) > {bgk <‘3V’)-‘

Beweis. Mit dem folgenden Hilfslemma kann eine Beziehung zwischen der Anzahl der notwen-
digen Farben und dem minimalen Grad des Graphs hergestellt werden.

Lemma. Sei G ein knoten-k-firbbarer Graph, dann gilt:

Ju eV dega(u) < {(1-;>-|vw

Beweis. Da G mit k Farben gefirbt ist, gibt es £k Mengen U; an Knoten, die jeweils mit der
gleichen Farbe ¢ gefdrbt sind. Es muss nach einem Durchschnitsargument eine Menge U; mit
U;| > [+ -|V]] geben. Jeder der Knoten u in U; kann maximal mit allen Knoten aus V \ U;
verbunden sein. Es folgt also

dega(w) < VI = 0 < V)= 71| = | (1= 3)
]

Zur Vereinfachung gelte n = V| und n; = [V®)|. Es kann k > 2 angenommen werden. Mit
dem Hilfslemma ergibt sich fiir die Anzahl der Knoten folgende Rekursion:

Sie kann zur Ungleichung

SSRGS S I SR
e A k) = Rt

<2fiir k > 2

aufgelost werden. Solange n; > 1 gilt, wird ein neuer Knoten nach U gelegt. Durch Umformen
obiger Ungleichung lésst sich dies fiir ¢ > log;, (%) garantieren. Es folgt also |U| > ﬂogk (%ﬂ O



9 Knotenfirbungsalgorithmen

9.1 GreedyCol

for all u; € V do
ev(u;) = o0
end for
for allie[1,...,|V]] do
ev () = mingN\ {ey ((us))}}
end for
return cy

Satz. GREEDYCOL berechnet in Zeit O(|V|+ |E|) eine Knotenfirbung aus hochstens A(G) + 1
Farben.

Beweis. Da ein Knoten u maximal A(G) viele Nachbarn haben kann, muss in [1,..., A(G) + 1]
noch mindestens eine Farbe frei sein. O

Satz. GREEDYCOL garantiert eine absolute Giite von

kGreepyCoL(G) = GREEDYCOL(G) — OPT(G) < A(G)+1-2=A(G) -1
, weil die untere Schranke OPT(G) > 2 fiir Graphen mit |V| > 2 gilt.
Zeuge. A(G) — 1-Zeuge gegen GREEDYCOL: TODO (Abbildung 2.1)

9.2 GreedyCol2

t=1,vH =y

while V®) £ () do
G® = der durch V® induzierte Graph
U; = GREEDYIS(G®))
farbe alle Knoten in U; mit Farbe ¢
V(t+1) _ V(t) — U,
t=t+1

end while

return berechnete Farbung

Satz. Fir einen knoten-k-fiarbbaren Graph G = (V,E) mit n = |V| gibt GREEDYCOL2 eine

37”). Die relative Giitegarantie liegt als in O

ogk (1§

n

Farbung mit hochstens g7 )

Beweis. Zur Vereinfachung bezeichne n; = |[V*)|. Aus der Analyse von GREEDYIS folgt |U;| >
log;, (%) Es ergibt sich die Rekursion

ny=n

s
Ne+1 S ng — logk (E)

Nun wird bestimmt, fiir welches ¢ n; < 1 eintritt, denn dann bricht der Algorithmus ab.

Behelfsméfig sei ny > L) Mit der Beziehung ﬁ > % - y/n ergibt sich

n

logk(ﬁ

1 (E)>1 ") > ny_1, (ﬁ)
8k \3) = ¥\ 3 log,n) = BE\V16) T 2 "% \16

Solange n; > oz () also gilt, werden pro Runde mindestens % - log, (1%) Knoten pro Runde

n

logk(ﬁ

gefarbt. Nach hochstens ¢t < 10g2€n) gilt die Ungleichung nicht mehr. Farbt man jetzt alle
k(16

10



verbliebenen Knoten mit jeweils einer eigenen Farbe, werden insgesamt maximal % +t <
k{16
3n

logy.({5)
Mit k = xg = OPT(G) ergibt sich fiir die relative Giitegarantie:

vergeben.

3n
GREEDYCoOL2(G) < logy (L) _of."
OPT(G) -k logn

10 Kantenfarbungsalgorithmen

TODO: Ubung

11 Christofides’ Algorithmus CH fiir das metrische TSP ATSP

Ein Matching M eines kantengewichteten Graphen G ist ein Teilgraph von G mit A(G) < 1. Ist
G ein vollstdndiger Graph mit |V| gerade, dann gibt es perfekte Matchings. In einem perfekten
Matching haben alle Knoten genau den Grad 1. Ein perfektes Matching mit kleinstmdglichem
Gewicht wird als leichtestes Matching bezeichnet. Ein solches leichtestes Matching kann in
O(n?5 - (logn)*) berechnet werden.

Als Multi-Graph wird ein Graph bezeichnet, der um mehrere Kanten zwischen den gleichen
Knoten erweitert wurde.

Wird in einem Pfad jede Kante des (Multi-)Graph genau einmal besucht, so spricht man von
einem Euler-Pfad. Bildet der Pfad einen Kreis, so nennt man ihn Euler-Kreis oder Euler-Tour.
Haben alle Knoten von G geraden Grad, so existiert eine Euler-Tour in G. Diese lisst sich in
O(|V] + |E|) berechnen.

Der Algorithmus von Christofides (CH) geht wie folgt vor:

berechne einen minimalen Spannbaum Ty von I = (K, ¢)

S = {v € Tcu | degr,,, (v) ungerade} > |S| ist gerade
berechne auf dem durch S induzierten Teilgraphen des K, ein leichtestes Matching Mcp
berechne eine Euler-Tour E = (u1,ug, ...) auf Tog U Mcng > Top W Mcen kann Multi-Graph
sein, alle Knoten haben geraden Grad

5: entferne Wiederholungen von Knoten in F, sodass man E’ erhélt

6: return E’

Satz. CH, gestartet mit einer Eingabe auf n Knoten, garantiert eine relative Giite von pcy <

3 — L in einer Laufzeit von O(n*® - (logn)*).
Beweis. Sei R* eine optimale Rundreise fiir I, d.h. ¢(R*) = OPT(I). Es gilt CH(I) = ¢(E’) <
(3 — 1) ¢(R*) zu zeigen.

1. Da R* aus n Kanten besteht, muss durch ein Durchschnittsargument mindestens eine
Kante e mit c(e) > @ existieren. Wird diese aus R* entfernt, so enthélt man einen
Spannbaum des K,. Da Tcp minimal ist, gilt

e(ren) < o) = L — (12 1) e

n n

2. In beliebigen Baumen ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

11



3. Zur Vereinfachung werden die Knoten so umbenannt, dass R* = (uqy,ug, ..., up,uy) ist. S
kann dann als S = {u;,, ..., ;4 } mit i1 <--- <ig geschrieben werden.

Aus S kann ein Kreis H = (u;,, ..., ;4 wi,) gebildet werden. Durch die Dreiecksunglei-
chung (|H| < n und jede ,,Abkiirzung*“ ist maximal gleich lang wie der Weg in R*) gilt
c¢(H) < ¢(RY).

Es konnen zwei perfekte Matching M; und My auf H berechnet werden, denn |S| ist
gerade. Weil Mcy minimal ist, folgt 0.B.d.A. mit ¢(M7) < ¢(Ms) die Aussage

1 1 1 .
c(Mcn) < (M) < 3 (c(My) + c(M3)) = 3 cc(H) < 3 c(R")
4. Da jeder Knoten in Top U Mcp geraden Grad hat, kann eine Euler-Tour E berechnet

werden. Weil diese nur Kanten aus ToglW Mcyg benutzt, kann ihre Lénge mit den vorherigen
FErgebnissen wie folgt beschriankt werden:
3 1

¢(E) = e(Tow U M) < (1 _ ;) L o(R") + % Co(R) = (2 - n> LOPT(I)

5. Durch die Dreiecksungleichung kann E’ nicht linger als E werden.

O
Zeuge. TODO
12 Approximationsschema fiir Rucksack
12.1 DynRucksack zur exakten Lésung von Rucksack
Fiir eine Instanz I = (W,vol,p, B) kann direkt eine obere und eine untere Grenze fiir den

maximalen Wert der Fiillung angegeben werden:
Prax < OPT(I) <N - Prax

Sei Fj(a), wobei j € {0,1,...,n}unda € Z gilt, das kleinste benotigte Rucksackvolumen, mit
dem man einen Wert von mindestes « erreichen kann, wenn man die ersten 5 Waren einpacken
darf. Die formale Definition

Fj(a) = min{vol(R) | R C {1,...,j},p(R) = o}
ldsst sich durch die folgende Rekursion ausdriicken:

0 falls « <0
fila) = ¢ 00 fallsa > 1,5 =0
min{Fj_i(a — pj) + vol(j), Fj—1(a)} sonst (sog. Bellmannsche Optimalitatsgl.)

Der Algorithmus DYNRUCKSACK setzt diese durch dynamische Programmierung um:

a=0
repeat

a=a+1

for j =1tondo

Fy(a) = min{Fy_1( — py) + vol(j), Fj—1(a)}

end for
until B < F,,(«)
return o — 1

Satz. DYNRUCKSACK berechnet zur Fingabe I den Wert OPT(I) in Zeit O(n - OPT(I)) =
O(n2 - Phax)-
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12.2 AR; zur Approximation mit konstantem relativen Fehler

Der Algorithmus ARy rechnet mit um den Faktor k reduzierten, gerundeten Preisen:

Pred(w) = [@J

Liea = (W, vol, pred, B)
Ry, = DYNRUCKSACK (yeq)
return R

Satz. ARy macht bei Eingabe I einen relativen Fehler von ear, < % und hat eine Laufzeit

von O(n? - —P*;;a").

Beweis. Sei R* die Indexmenge einer optimalen Rucksackfiillung fiir I und Ry die berechnete
Indexmenge der Losung des um k reduzierten Problems [qq.

Da Ry, eine optimale Losung fiir Iieq ist, gilt OPT (Lyeq) > > iR L%J Weiterhin ist Ry, eine
zulédssige Losung fiir 1. Es gilt dann:

ARK(D) = p(Re) = k- 3 [2] = k- OPT(Je)
JER

>k Y L%J >k Y (%—1) =S (pj— k) = p(R") — k- |R|
JER* JER* JER*
— OPT(I) — k-|R*| > OPT(I) — k-

Damit folgt fiir den relativen Fehler die zu zeigende Aussage

_ |ARi(I) — OPT(J)| < k-n < k-n
AR, = OPT(I) = OPT(I) = Prax

12.3 FPASRucksack zur Umwandlung in ein streng polynomielles
Approximationsschema

Um ein FPAS zu erreichen, muss gezeigt werden, dass jedes € €]0, 1 als relativer Fehler erreichbar
ist. Der Algorithmus FPASRUCKSACK verwendet dazu ARy und konstruiert ein passendes k:

bestimme n und P,y aus der Eingabe I

— ‘Pmax
k=c¢ o

return ARy (])

Satz. FPASRUCKSACK ist ein FPAS fiir RUCKSACK mit einer Laufzeit von O (n . log% + E%)

13 Randomisierte Approximationsalgorithmen
13.1 Die probabilistische Methode mit Algorithmus A

Satz. Sei @ eine boolesche (n,m)-Formel in KNF, dann gilt

max{wahr (FALSE, ..., FALSE, ®) , wahr (TRUE, ..., TRUE,®)} > - -m

(NN

Beweis. TODO O

Der folgende Algorithmus A nutzt die sogenannte probabilistische Methode aus, in dem eine
Belegung fiir jede Variable stochastisch unabhéngig durchgefiihrt wird:

fori=1...ndo
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TRUE mit Wahrscheinlichkeit

D= N[

T; =
! FALSE mit Wahrscheinlichkeit

end for

return by = (x1,...,2,)

Satz. Sei k; die Anzahl der Literale in C;. Es gilt

P [C; wird durch den Algorithmus A erfillt) =1 — o
J

Beweis. Beweis iiber Gegenwahrscheinlichkeit, dass alle Literale nicht erfiillt sind (stochastische
Unabhéngigkeit). O

Satz. Fiir jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel mindestens k Literale
hat, gilt:

E[A(®)] > (1_21k> ‘m

Des Weiteren existiert eine Belegung b mit wahr(b, ®) > (1 — 2%) -m.

Beweis. Fiir jede Klausel C; wird eine Indikator-Variable Z; mit

{1 falls ba(C;) =TRUE
j =

0 sonst

eingefithrt. Da ihr Erwartungswert gleich der Wahrscheinlichkeit, dass sie 1 annimmt, ist, folgt

m m
1 1
E[A(®)] = E [wahr(ba,®)] = E sz = Z <1 - 2k7> > (1 — 2k> -m
J=1 7j=1
Die Existenz einer solchen Belegung folgt aus einem klassischen Durchschnittsargument. O

Satz. Sei 28 > m, dann ist jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel min-
destens k Literale hat, erfillbar.

<1

m
Beweis. Eingesetzt in die vorherige Aussage, erhilt man dann (1 — 2%) m=m- op. Aus einem
Durchschnittsargument folgt auch hier, dass es eine Belegung b mit m — 1 < wahr(b,®) < m

geben muss, wegen der Ganzzahligkeit von wahr werden also alle m Klauseln erfiillt. O

Satz. Algorithmus A hat fir jede (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel mindestens k
Literale hat, eine erwartete relative Giite von

_ OPT(®) mo 1
Elpa(®)] = FIA®)] = I-%)m 1-%

. Die Laufzeit des Algorithmus ist O(n). Wenn die kiirzeste Klausel mindestens 2 Literale hat,
hat A die erwartete relative Gfite %.

Satz. Algorithmus A garantiert fiir jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF sogar eine erwartete

relative Giite von %
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13.2 Arithmetisierung und Randomized Rounding mit Algorithmus B

MAX-SAT kann auch als Lineares Programm (LP) ausgedriickt werden. Es bezeichnen im Fol-
genden S;B die Menge der Variablen, die in C} nicht negiert vorkommen, und Sj@ die Menge der
Variablen, die in Cj negiert vorkommen. Fiir jede boolesche Variable x; wird eine 0-1-Variable Z;
eingefiihrt; fiir jede Klausel C; eine 0-1-Variable Zj. Es ergibt sich also das folgende ganzahlige
lineare Programm (ILP) B fiir MAX-SAT:

m
maximiere g Zj

j=1
geméf Z i + Z (1—z) > Zj W]

J:ZES;B xiGSje

z; € {0,1} Vi

Z; €{0,1} Vi

Relaxiert man die Bedingungen, dass z;, Zj € {0,1} gelten muss, und stellt fordert stattdessen
Vi,7:0< 1y, 2j < 1, kann das resultierende LP B, in Polynomzeit gelost werden. Das LP selbst
hat ebenfalls eine polynomiell beschrinkte Anzahl an Bedingungen, sodass die Gesammtlaufzeit
auch polynomiell beschrinkt ist.

Durch die Relaxierung entsteht die folgende Beziehung (exemplarisch fiir ein Maximierungs-
problem), die als Superoptimalitéit bezeichnet wird:

OPT(B,s) > OPT(B) = OPT(®)

Im Allgemeinen ist die rationale Losung o, von By also keine zuléssige Losung fiir B. Hierzu
miissen die Z; auf 0 oder 1 (bzw. die z auf FALSE oder TRUE) gerundet miissen. Eine Moglichkeit
hierzu stellt der durch die stochastische Funktion ¢ : [0, 1] — [0, 1] parametrisierte Algorithmus
RANDOMIZEDROUNDING 7] dar:

fori=1...ndo
TRUE mit Wahrscheinlichkeit 7(&;)

"7\ FaLSE  mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7(Z5)
end for
return bp = (1,...,2y)
Damit kann dann der Algorithmus B gebildet werden, der MAX-SAT approximiert:

konstruiere das LP B, zur Eingabe ®
ermittle die rationale Lésung by von Bie
return RANDOMIZEDROUNDING[7(x) = x](bye1)

Satz. Sei k; die Anzahl der Literale in C;, dann gilt:

1\%\ .
P [C; wird durch den Algorithmus B erfillt] > (1 - (1 = h) ) - Z;
J

Beweis. Erneut wird iiber die Gegenwahrscheinlichkeit argumentiert:

P [Cj wird durch den Algorithmus B nicht erfiillt] = {Ha:-e o (1 — a%l)} : {Hm-e Seﬂﬁz}
i€2; €55
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Es folgt
P [C; wird durch den Algorithmus B erfiillt] = 1 — [HIESEB (1- :%Z)] : {Hx-ese g%l]
i€2; i€2;

> 1 . J J

N . k.
|SJ@’ o inesj@ Ti+ |Sj6’ - inesj@ (1—2) !

k;

k;

kj

NB von B Z . g Konkavitit 1 kj N
> 1—-(1- > 1<1> - Zj
kj kj

Satz. Fiir jede boolesche Formel ® in KNF, in der jede Klausel hochstens k Literale hat, gilt

E[B(®)] > (1 _ (1 _ ;>k> . OPT(®)

Satz. Mit der bekannten Abschitzung 1 — (1 — %)k >1- % fiir alle k € N betragt die erwartete
Anzahl an erfillten Klauseln von Algorithmus B bei einer Eingabe ® in KNF mindestens (1 — %)
OPT(®) ~ 0.632 - OPT(®).

Algorithmus B hat also eine erwartete relative Giite von

:1—

O

1
1—

~ 1.582

Epp(®)] <

o =

Satz. Mit w(z) =% 2+ 1 oder 1 — L < m(x) <4771 kann Algorithmus B sogar eine erwartete
relative Gite von % erreichen.

13.3 Hybrider Ansatz durch Kombination mehrerer Verfahren

Aus den bestimmten Giitegarantien ldsst sich ablesen, dass Algorithmus A besonders gut fiir
Formeln geeignet ist, die keine Klauseln aus nur einem Literal enthalten. Algorithmus B eignet
sich allgemein gut, wenn die auftretenden Klauseln kurz sind.

Beide Verfahren kénnen nun automatisch kombiniert werden, um eine insgesamt bessere
Giitegarantie zu erreichen. Dier erste Moglichkeit hierzu ist der Algorithmus C), ,:

A(®) mit Wahrscheinlichkeit py
return ) o )
B(®) mit Wahrscheinlichkeit 1 — pa
Alternativ startet der Algorithmus Cyje immer beide Algorithmen:
ba = A(D)
bp = B(P)
return max{ba,bp}
Es gilt offensichtlich

E[Cae(®)] = E[Cp, (D)) = pa- E[A(®)] + (1 —pa) - E[B(D)]

fiir alle p4 € [0,1].
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Satz. Der Algorithmus C1 hat eine erwartete relative Giite von %
2

Beweis. Es sind folgende Erwartungswerte bekannt:

" 1) 0<Z<1 2 1 .

EA@=Y Y (1 - 2k> > > (1 - 2k> .7
k=1 Cj hat k Literale k=1 Cj hat k Literale

n 1 k R

E[B(@)]ZZ: > (1—<1_k>>.zj

k=1 C; hat k Literale

Es folgt also fiir C:
2

lo@] =Ly ST U A W WY
a@]z3> ¥ (i-g+i-(1-7) )5
k=1 C; hat k Literale
>3
1 3 « .
z5:50 > 4
k=1 Cj hat k Literale
3N~ 3
ZZZijZ-OPT(@)

1

J
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