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1 Kombinatorisches Optimierungsproblem I1

1.1 Definition

D = Menge der Eingaben I
S(I € D) = Menge der zur Eingabe I zuldssigen Losungen
f:S(I) = N7° = Bewertungs- /Kosten- /MaBfunction

ziel € {min, max}

1. Beschrinkung auf natiirliche Zahlen, weil Vergleich reeller Zahlen bislang nicht beweisbar
schnell funktioniert.

2. Ausschluss der 0 fiir spitere Definitionen sinnvoll (l4sst sich durch Modifikation von f in
der Regel trivial erreichen)

Gesucht ist zu I € D eine zuléssige Losung oopt € S(I), sodass
OPT(I) = f(oop) = 7iel{f(0) | & € S(I)}

1.2 Beispiele
TODO: TSP, Rucksackproblem, etc.

2 t(n)-Zeit-Approximationsalgorithmus A

Fiir Eingabe I € D berechnet A in Zeit ¢(|I|) eine Ausgabe o7 € S(I). Es gilt die Schreibweise
A(I) = (o).

3 Konstante Giitegarantie

3.1 Definition
1. A hat bei Eingabe I absolute Giite von

ka(I) = |A(I) - OPT(D)

2. Die absolute Worst-Case-Giite von A abhingig von der Eingabelidnge n = |I| ist die Funk-
tion
k% (n) = max{ka(I) | I € D, |I| <=n}
3. A garantiert eine absolute Giite von k4 : N — N| falls fiir alle n € N gilt:

A (n) < ka(n)

4. A hat eine absolute Abweichung von x/; : N +— N, falls fiir unendlich viele n gilt
Ka(n) < £4°(n)
Eine unendlich groie Menge D’ C D heifit /;(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle

I €D gilt:
wa(l) > w4 (1))



3.2 Unmoglichkeitsergebnis fiir das Rucksackproblem

Satz. Fualls P # NP, dann gibt es keine Konstante n € N, sodass es einen polynomiellen
Approximationsalgorithmus A fiir das Rucksackproblem gibt mit

|A(I) — OPT(I)| < k

Widerspruchsbeweis. Unter der Annahme, dass A und k existieren, kann RUCKSACK in Poly-
nomzeit exakt gelost werden, was P = NP zur Folge hat:

Konstruiere aus einer Instanz I = (W, vol, p, B) eine neue Probleminstanz I’ = (W, vol, p/, B)
mit p'(w) = (k+ 1) - p(w). Eine zulidssige Losung o fiir I ist auch eine zulissige Losung fiir I'.
Gleiches gilt aufgrund der Monotonie der Multiplikation auch fiir optimale Lésungen. Durch die
Multiplikation aller Preise mit k£ + 1 betrigt die ,,Liicke“ zwischen den optimalen und der ersten
nicht-optimalen Lésung fiir I’ mindestens k + 1.

Da A eine absolute Giite von k garantiert und in Polynomzeit terminiert, kann es nur eine
optimale Losung fiir I, welche auf optimal fiir I ist, zuriickgeben. Damit ist das N P-vollstindige
RUCKSACK in Polynomzeit exakt 16sbar. O

Die hierbei verwendete Vorgehensweise einer Selbstreduktion sowie das ,, Aufblasen“ des Pro-
blems (,Scaling, ,Gap Amplification®) ldsst sich auch auf viele andere Probleme wie etwa
SETCOVER anwenden. Folglich kann eine konstante Giitegarantie nur fiir vergleichsweise wenig
Probleme erreicht werden.

4 Relative Giitegarantie

4.1 Definition

1. A hat bei Eingabe I eine relative Giite von

A(I)  OPT(I)
OPT(I)’  A() }21

pa(l) = maX{

2. Die relative worst-case-Giite von A ist die Funktion
pi’(n) = max{pa(I) | I € D,i] <n}
3. A garantiert eine relative Giite von p4 : N — N, falls fiir alle n € N gilt
pa(n) < pa(n)

4. A macht fiir die Eingabe I € D einen relativen Fehler von

_ [A() = OPT(]))| A(l)

eall) OPT(I) OPT(I)

_1‘

5. A garantiert einen relativen Fehler von €4(n), falls fir alle {I | I € D,|I| < n} gilt
ea(l) <ea(n)

6. A hat eine relative Abweichung von p/y : N+ N, falls fiir unendlich viele n gilt
pAc(n) > ply(n)

Eine unendlich grofie Menge D’ C D heifit p/y(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle
IeD gilt
pa(l) > pu(|1])



Es folgen daraus direkt, dass
1. bei einem Minimierungsproblem 1+ e4(n) = pa(n) ist.

2. bei einem Maximierungsproblem 1 —e4(n) = ist.

1
pa(n)
3. fiir alle Probleme e4(n) < pa(n) — 1 ist.

Weiter lassen sich damit obere bzw. untere Schranken der Optimallésung aus einer approxi-
mierten Losung angeben. Es folgt, dass

1. bei einem Minimierungsproblem gilt

oaqry A0 < OPTI) < A(I) < pa(l1l) - OPT(I)

2. bei einem Maximierungsproblem gilt

pa(1]) -OPT(I) < A(I) < OPT(I) < pa(|I]) - A(I)

3. bei beiden Problemtypen mit der Bezichung
|A(I) — OPT(I)| < ea(|I]) - OPT(I)
gilt
(1= ea(1])) - OPT(I) < A(I) < (1 + (/1)) - OPT(I)
4.2 Unméoglichkeitsergebnis fiir das allgemeine Traveling Salesperson Problem TSP

Satz. Wenn es einen polynomiellen Approximationsalgorithmus A mit konstanter relativer Giitegarantie
r fir das volle TSP gibt, dann gilt P = NP.

Beweis durch Reduktion. Durch Benutzung von A mit beliebiger konstanter relativer Giitegarantie
r € N kann HAMILTON auf das volle TSP reduziert werden. Es wird also HAMILTON < pTSP]r|
fiir alle r gezeigt:

Sei der Graph G = (V, E) mit n = |V, gegeben. Dazu wird nun passend eine Probleminstanz
Ig = (Kp,c) fiir TSP erzeugt. ¢ wird wie folgt konstruiert:

(1, v) = 1 falls {u,v} € E (,kurze“ Kante)
amy (r—1)-n+2 sonst (,lange* Kante)

I kann in Polynomzeit aus G berechnet werden. Es gilt weiter:
e G € HAMILTON = kiirzeste Rundreise in /g hat die Lénge n

e G ¢ HAMILTON = kiirzeste Rundreise in I nimmt mindestens eine der langen Kanten
und hat damit eine Lange von mindestens

(r=1)n+24+n—-1=r-n+1>r-n

o [ besitzt keine zuldssige Losung o mit n+ 1 < ¢(o) < r-n.

Durch den folgenden Algorithmus kann also HAMILTON entschieden werden:

konstruiere I
approximiere mit A eine kiirzeste Rundreise A(I)
if A(Ig) > r-|V| then



return G ¢ HAMILTON
else

return G € HAMILTON
end if

O

Der Ansatz der Konstruktion von Probleminstanzen anderer N P-schwerer Probleme und
der anschliefenden Verwendung eines Scaling-Arguments kann auch fiir weitere Probleme ver-
wendet werden. Ebenfalls konnen damit bestimmte Bereiche fiir mdgliche konstante relative
Giitegarantien ausgeschlossen werden, etwa p < % bei BINPACKING.

5 Das Problem der Unabhdngigen Knotenmengen IS

5.1 Definition

D = {(G) | G = (V, E) ein Graph}
S{G))={U|UCV,Vu,v e U: (u,v) ¢ E}
fFU) = 10|

ziel = max

5.2 Algorithmen

GreedylS

U=0,t=0,V0 =V

while V®) £ ¢ do
G® = der durch V® induzierte Graph
w; = ein Knoten mit minimalem Grad in G®)
VD = VO — (fu} UT g (w))
U=UU {ul}
t=t+1

end while

return U

Satz. Sei G ein knoten-k-farbbarer Graph, dann ist

GREEDYIS(G) > [10& (?ﬂ

Beweis. Mit dem folgenden Hilfslemma kann eine Beziehung zwischen der Anzahl der notwen-
digen Farben und dem minimalen Grad des Graphs hergestellt werden.

Lemma. Sei G ein knoten-k-firbbarer Graph, dann gilt:

Ju eV : dego(u) < Kl - ;) : IV\J

Beweis. Da G mit k Farben gefiirbt ist, gibt es k¥ Mengen U; an Knoten, die jeweils mit der
gleichen Farbe i gefirbt sind. Es muss nach einem Durchschnitsargument eine Menge U; mit
U;| > [+ -|V]] geben. Jeder der Knoten u in U; kann maximal mit allen Knoten aus V \ U;
verbunden sein. Es folgt also

dega(w) < VI = 0 < V)= [ 1] = | (1= 1) 7]



Zur Vereinfachung gelte n = V| und n; = [V®)|. Es kann k& > 2 angenommen werden. Mit
dem Hilfslemma ergibt sich fiir die Anzahl der Knoten folgende Rekursion:

Sie kann zur Ungleichung

aufgelost werden. Solange n; > 1 gilt, wird ein neuer Knoten nach U gelegt. Durch Umformen
obiger Ungleichung lésst sich dies fiir ¢ > log;, (%) garantieren. Es folgt also |U| > ﬂogk (%ﬂ 0

6 Graphfarbbarkeitsprobleme

6.1 Knotenfarbungsproblem
6.1.1 Definition

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S((G)) = {cv | ey ist eine Knotenfirbung von G}
flev) = lev(V)]

ziel = min
Die Grofle der kleinsten méglichen Knotenfiarbung ist die chromatische Zahl x(G).

6.1.2 Algorithmen

GreedyCol

for all u; € V do
ev(u;) = o0
end for
for alliecl,...,|V]|] do

ev(u;) = min{N\ {cv(I'(w;))}}
end for
return cy

Satz. GREEDYCOL berechnet in Zeit O(|V| + |E|) eine Knotenfdrbung aus hichstens A(G) + 1
Farben.

Beweis. Da ein Knoten u maximal A(G) viele Nachbarn haben kann, muss in [1,..., A(G) + 1]
noch mindestens eine Farbe frei sein. O

Satz. GREEDYCOL garantiert eine absolute Giite von
, weil die untere Schranke OPT(G) > 2 fiir Graphen mit |V| > 2 gilt.

Zeuge. A(G) — 1-Zeuge gegen GREEDYCOL: TODO (Abbildung 2.1)



GreedyCol2

t=1,v =v

while V® +£ () do
G® = der durch V® induzierte Graph
U; = GREEDYIS(G®)
farbe alle Knoten in U; mit Farbe ¢
V(t+1) — V(t) —- U,
t=t+1

end while

return berechnete Farbung

Satz. Fiir einen knoten-k-firbbaren Graph G = (V,E) mit n = |V| gibt GREEDYCOL2 eine
3n

logy.(75)

Beweis. Zur Vereinfachung bezeichne ny = |[V®|. Aus der Analyse von GREEDYIS folgt |Uy| >
log;, (%) Es ergibt sich die Rekursion

n
logn ) *

Farbung mit hochstens . Die relative Gitegarantie liegt als in O

ny=n
nt

ner1 < ng — logy, <§)

Nun wird bestimmt, fiir welches ¢ n; < 1 eintritt, denn dann bricht der Algorithmus ab.

BehelfsméBig sei n; > ENESE Mit der Beziehung g > 1 -y/n ergibt sich

n n n 1 n
-ty > " ) > ) == =
log ( 3) = logy (3-10gkn> = logk< 16) 5 108k (16)

oz () also gilt, werden pro Runde mindestens % - log;, (1—"6) Knoten pro Runde

Solange n; >

n

logk(ﬁ
gefiarbt. Nach hochstens ¢ < 10;? ) gilt die Ungleichung nicht mehr. Farbt man jetzt alle
k

16
verbliebenen Knoten mit jeweils einer eigenen Farbe, werden insgesamt maximal % +t<
(2

16

n

Ing(Tg
Mit k = xg = OPT(G) ergibt sich fiir die relative Giitegarantie:

7") vergeben.

3n
GREEDYCoOL2(G) < logy, (%) o
OPT(G) -k logn

6.2 Kantenfarbungsproblem
6.2.1 Definition

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S((G)) = {cg | crist eine Kantenfirbung von G}

fler) = |ea(E)|

ziel = min
Die Grofe der kleinsten moglichen Kantenfirbung ist der chromatische Index x/(G).

6.2.2 Algorithmen
TODO: Ubung



7 Das metrische Traveling Salesperson Problem ATSP

7.1 Definition

D = {(Kp,c) | Ky vollstindiger Graph auf n Knoten,c: E +— N,
Vu,v,w € V : c(u,v) < c(u, w) 4+ ¢(w,v)}

Dreiecksungleichung
S((Ky,c)) ={C | C = (vi,,Viy, - .., vi,, ;) ist ein Hamiltonkreis}
n—1
fler) = c(vi,,viy) + Z C(vij ) vij+1)
j=1

ziel = min

7.2 Christofides’ Algorithmus CH

Ein Matching M eines kantengewichteten Graphen G ist ein Teilgraph von G mit A(G) < 1. Ist
G ein vollstdndiger Graph mit |V| gerade, dann gibt es perfekte Matchings. In einem perfekten
Matching haben alle Knoten genau den Grad 1. Ein perfektes Matching mit kleinstmoglichem
Gewicht wird als leichtestes Matching bezeichnet. Ein solches leichtestes Matching kann in
O(n?® - (logn)*) berechnet werden.

Als Multi-Graph wird ein Graph bezeichnet, der um mehrere Kanten zwischen den gleichen
Knoten erweitert wurde.

Wird in einem Pfad jede Kante des (Multi-)Graph genau einmal besucht, so spricht man von
einem Euler-Pfad. Bildet der Pfad einen Kreis, so nennt man ihn Euler-Kreis oder Euler-Tour.
Haben alle Knoten von G geraden Grad, so existiert eine Euler-Tour in G. Diese ldsst sich in
O(|V| + |E|) berechnen.

Der Algorithmus von Christofides (CH) geht wie folgt vor:

berechne einen minimalen Spannbaum 7T¢y von I = (K, ¢)

S = {v € Tcy | degy, (v) ungerade} > |S] ist gerade
berechne auf dem durch S induzierten Teilgraphen des K, ein leichtestes Matching Moy
berechne eine Euler-Tour E = (uq,ug,...) auf Tog U Mcg > Teg U Meg kann Multi-Graph
sein, alle Knoten haben geraden Grad

entferne Wiederholungen von Knoten in E, sodass man E’ erhilt

: return F’

o @

Satz. CH, gestartet mit einer Eingabe auf n Knoten, garantiert eine relative Giite von pcu <

3 — Lin einer Laufzeit von O(n*® - (logn)*).

Beweis. Sei R* eine optimale Rundreise fiir I, d.h. ¢(R*) = OPT([). Es gilt CH(I) = ¢(E') <

(3 — 1) ¢(R*) zu zeigen.

n

1. Da R* aus n Kanten besteht, muss durch ein Durchschnittsargument mindestens eine
Kante e mit c¢(e) > @ existieren. Wird diese aus R* entfernt, so enthélt man einen
Spannbaum des K,,. Da Tcy minimal ist, gilt

e(ron) < e() = ) = (1= 1) o)

2. In beliebigen Baumen ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

3. Zur Vereinfachung werden die Knoten so umbenannt, dass R* = (uq,us, ..., Uy, uy) ist. S
kann dann als S = {u;, ..., u;g } mit i1 <--- <i|g geschrieben werden.



Aus S kann ein Kreis H = (u;,, . .. s Ui u;, ) gebildet werden. Durch die Dreiecksunglei-
chung (|H| < n und jede , Abkiirzung“ ist maximal gleich lang wie der Weg in R*) gilt
c(H) < c(RY).

Es konnen zwei perfekte Matching M; und My auf H berechnet werden, denn |S| ist
gerade. Weil Moy minimal ist, folgt 0.B.d.A. mit ¢(M;) < ¢(Mz) die Aussage

-c(H) <

1 1 §
p ) =5 el

4. Da jeder Knoten in Tcyg U Mcy geraden Grad hat, kann eine Euler-Tour E berechnet
werden. Weil diese nur Kanten aus TcyW Mcy benutzt, kann ihre Lange mit den vorherigen
Ergebnissen wie folgt beschrinkt werden:

o(B) = e(Ton & M) < (1 - i) Co(R") + % Co(RY) = (2 - 1) LOPT(I)

5. Durch die Dreiecksungleichung kann E’ nicht ldnger als £ werden.

Zeuge. TODO
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