Approximationsalgorithmen

Marco Ammon

19. Oktober 2020

Dies ist der Versuch einer inoffiziellen Zusammenfassung der Vorlesung ,,Approxi-
mationsalgorithmen* von Prof. Wanka und basiert auf seinem Buch ,,Approximati-
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1 Aligemeine Definitionen

1.1 Kombinatorisches Optimierungsproblem I1

D = Menge der Eingaben [
S(I € D) = Menge der zur Eingabe I zuldssigen Losungen

f:8(I) = N7Y = Bewertungs- /Kosten-/Maffunktion

ziel € {min, max}

e Beschrankung auf natiirliche Zahlen, weil Vergleich reeller Zahlen bislang nicht beweisbar
schnell funktioniert.

o Ausschluss der 0 fiir spétere Definitionen sinnvoll (lasst sich durch Modifikation von f in
der Regel trivial erreichen)

Gesucht ist zu I € D eine zuléssige Losung oopy € S(I), sodass

OPT(I) = f(oup) = zicl{f(0) | o € S(I)}
1.1.1 Das Rucksackproblem Rucksack

D= {(W,vol,p,B) | W ={1,...,n},vol: W — Np: W —N BeN,
Yw € W :vol(w) < B}

S((W,vol,p, B)) ={AC W | > vol(w) < B}
weA

f(A):pr

weA
ziel = max

Die Restriktion der verfiigbaren Waren auf solche, die in den leeren Rucksack passen, hilft gegen
das kiinstliche Aufbldhen der Eingabe.

1.1.2 Das Knotenfarbungsproblem Col

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S((G)) = {cv | ey ist eine Knotenfiarbung von G}

flev) = lev(V)]

ziel = min

Die Grofle der kleinsten moglichen Knotenfarbung ist die chromatische Zahl x(G).

1.1.3 Das Kantenfarbungsproblem EdgeCol

D = {(G) | G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante}
S((G)) = {cg | crist eine Kantenfarbung von G}
fler) = |ea(E)|

ziel = min

Die GroBe der kleinsten moglichen Kantenfarbung ist der chromatische Index x/(G).



1.1.4 Das Traveling-Salesperson-Problem TSP

D = {(Kp,c) | K, vollstindiger Graph auf n Knoten,c: F +— N, }
S((Ky,c)) ={C | C = (vi,,Viy, - - ., Vi,,v;;) ist ein Hamiltonkreis}

n—1

f(eg) = C(vina Ui1) + Z C(Uijvvi]’ﬂ)

j=1
ziel = min

1.1.5 Das metrische Traveling-Salesperson-Problem ATSP

D = {(Ky,¢) | K, vollstdndiger Graph auf n Knoten,c: E — N,
Vu,v,w eV e(u,v) < c(u,w) + c(w,v)}

Dreiecksungleichung
S((Ky,c)) ={C | C = (vi,,Viy, - .., vi,, ;) ist ein Hamiltonkreis}

n—1

f(cE) = C(’Uz‘n, Ui1) + Z c(vij7vi]’+l)

=1

ziel = min
1.1.6 Das Problem der Unabhingigen Knotenmengen IS

D = {(G) | G = (V, E)ein Graph}
S{(@)={U|U CV,Vu,veU: (u,v) ¢ E}
fU) =U]

ziel = max
1.1.7 Das Cliquenproblem Clique

D ={(G) | G=(V,E)ein Graph}
S{G) ={U |U CV,Yu,v €U : (u,v) € E}
f(U) = U]

ziel = max

1.1.8 Das Erfiillbarkeitsproblem Max-SAT

Sei V. = {z1,...,2,} die Menge der Variablen. Als Literal | bezeichnet man eine Variable
x; € V oder ihre Negation 7;. Eine Oder-Klausel (kurz Klausel) C = [3 V .-+ V [} ist eine
Oder-Verkniipfung von Literalen.

Eine Boolesche (n,m)-Formel ® = C; A --- A Cy, in konjunktiver Normalform ist eine Und-
Verkniipfung von Oder-Klauseln aus n Variablen aus V.

D = {(®) | ®eine boolesche (n,m)-Formel in KNF}
S({(®)) ={b|b:V s {FALSE, TRUE}}
wahr(®) = [{j | C; € ®,b(C;) = TRUE}|

ziel = max



1.1.9 Das Mengeniiberdeckungsproblem SetCover

D={S|S={51,.... 9}V =ULS ={ui,...,un}}
S(S) = {Scov | Scov = {Siy, .-, Sy}, V =U\_18;,}
f(Scov) = |SC0V’

ziel = min

1.1.10 Das Knoteniiberdeckungsproblem VertexCover

Spezialfall von SETCOVER:

D ={(G) | G=(E,V) ein Graph}
S{G))={C|CcVVee E:enC # 0}
f(e)=1c

ziel = min
1.1.11 Das Behdlterproblem BinPacking

D={M|M={a,...,an},1 >s(a;) >+ > s(ap) > 0}
S(M)={B|B={B,...,Br},Up,epBi = M,YB; € B: s(B;) < 1}
f(M) = [M]|

ziel = min

1.2 t(n)-Zeit-Approximationsalgorithmus

Berechnet ein Algorithmus A in Zeit ¢(|I|) eine Ausgabe o4t € S(I) fiir Eingabe I € D, wird er

als t(n)-Zeit-Approximationsalgorithmus bezeichnet. Es gilt die Schreibweise A(I) = f(o4)).

1.3 Pseudo-polynomieller Algorithmus

Sei IT ein kombinatorisches Optimierungsproblem, sodass in allen Instanzen I alle vorkommenden
Zahlen nattirliche Zahlen sind. Sei maxnr(I) die grofite in I vorkommende Zahl. Ein Algorith-
mus wird als pseudo-polynomiell bezeichnet, falls es ein Polynom poly(-, ) gibt, sodass fiir alle
Instanzen I seine Laufzeit poly(|I], maxnr(I)) ist.

Kann also das Problem so eingeschrankt werden, dass fiir alle Instanzen I die gréfite vorkom-
mende Zahl durch ein Polynom begrenzt wird, also maxnr(I) < ¢(|I|) mit Polynom ¢ gilt, so ist
auch die Laufzeit des Algorithmus polynomiell in der Eingabegrofe.

1.4 Starke NP-Volistandigkeit

Ein NP-vollstdndiges Entscheidungsproblem L wird als stark NP-vollstandig bezeichnet, wenn
es ein Polynom ¢ gibt, sodass Ly = {z | z € L, maxnr(z) < ¢(|z|)} NP-vollstindig ist. Gibt es
kein solches Polynom, gilt L als schwach NP-vollstdndig.

FEine dquivalente Charakterisierung ist: Das NP-vollstdndige Entscheidungsproblem L ist stark
vollsténdig, falls es keinen pseudo-polynomiellen Algorithmus fiir L gibt (unter der Annahme
P # NP).

o HAMILTON und CLIQUE sind stark NP-vollstandig, da bei ihnen das Polynom ¢(n) = n
ausreicht.



e TSP ist stark NP-vollstdndig, da sogar das ATSP mit Gewichten 1 und 2 NP-vollsténdig
ist.

¢ RUCKSACK ist schwach NP-vollstindig, weil es einen pseudo-polynomiellen Algorithmus
fiir die Optimierungsvariante gibt, der auch fiir das Entscheidungsproblem verwendet wer-
den kann.

1.5 Planarer Graph

Ein planarer Graph kann so auf einer Kugel dargestellt werden, dass sich keine seiner Kanten
kreuzen.

Satz (Eulerscher Polyedersatz). Fiir einen beliebigen zusammenhdngenden planaren Graph mit
n Knoten, m Kanten und f Facetten gilt:

n—m-+f=2
Beweis durch Induktion. o Induktionsanfang: Fiir einen Knoten gilt 1 — 0+ 1 = 2.

o Induktionsschritt: Fallunterscheidung:

— Hinzufiigen einer Ecke: Die Ecke wird mit einer bestehenden Kante verbunden (zu-
sammenhéngender Graph), also gilt n+1—(m+ 1)+ f=n—m+ f=2.

— Hinzufigen einer Kante: Eine bestehende Fliche wird in zwei geteilt, also gilt n —
m+1)+f+1l=n—m+f=2
O

Satz. Fiir einen planaren Graph gilt
m<3-n—=6
Satz. Ein planarer Graph enthdlt mindestens einen Knoten mit Grad 5 oder weniger.

Beweis durch Widerspruch. Ndhme man an, dass einen planaren Graphen mit lediglich Knoten
vom Grad 6 oder hoher gibt, muss dieser Graph 3 -n < m Knoten haben. Es folgt dann der
Widerspruch 3-n <m £ 3-m — 6. O

2 Absolute Giitegarantie

2.1 Definition
1. A hat bei Eingabe I absolute Giite von
ra(l) = |A(I) — OPT(I)|
2. Die absolute Worst-Case-Giite von A ist die Funktion
k% (n) =max{ka(I) | I € D,|I| < n}
3. A garantiert eine absolute Giite von k4 : N — N| falls fiir alle n € N gilt:
Ky (n) < ka(n)
4. A hat eine absolute Abweichung von x/; : N — N falls fir unendlich viele n gilt
Ka(n) < £4°(n)

Eine unendlich grofie Menge D' C D heifit x/,(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle
I e gilt:
ra(I) = &4(|1])



2.2 Unmoglichkeitsergebnis fiir das Rucksackproblem

Satz. Fualls P # NP, dann gibt es keine Konstante n € N, sodass es einen polynomiellen
Approzimationsalgorithmus A fiir RUCKSACK gibt mit

|A(I) — OPT(I)| < k

Widerspruchsbeweis. Unter der Annahme, dass A und k existieren, kann RUCKSACK in Poly-
nomzeit exakt gelost werden, was P = N P zur Folge hat:

Konstruiere aus einer Instanz I = (W, vol, p, B) eine neue Probleminstanz I’ = (W, vol, p/, B)
mit p'(w) = (k+ 1) - p(w). Eine zuldssige Losung o fiir I ist auch eine zuldssige Losung fur I'.
Gleiches gilt aufgrund der Monotonie der Multiplikation auch fiir optimale Losungen. Durch die
Multiplikation aller Preise mit k4 1 betragt die ,,Liicke* zwischen den optimalen und der ersten
nicht-optimalen Losung fir I’ mindestens k + 1.

Da A eine absolute Giite von k garantiert und in Polynomzeit terminiert, kann es nur eine op-
timale Losung fur I’, welche auch optimal fur I ist, zuriickgeben. Damit ist das N P-vollstandige
RucksAck in Polynomzeit exakt losbar. O

Die hierbei verwendete Vorgehensweise einer Selbstreduktion sowie das ,,Aufblasen“ des Pro-
blems (,,Scaling”, ,,Gap Amplification*) ldsst sich auch auf viele andere Probleme wie etwa
SETCOVER anwenden. Folglich kann eine konstante Giitegarantie nur fiir vergleichsweise wenig
Probleme erreicht werden.

3 Relative Giitegarantie

3.1 Definition
1. A hat bei Eingabe I eine relative Giite von

A(I)  OPT(I) }

pA(I):maX{OPT(I)’ am) =t

2. Die relative Worst-Case-Giite von A ist die Funktion
pia‘(n) = max{pa(I) | I € D,|I| <n}
3. A garantiert eine relative Giite von p4 : N — N, falls fiir alle n € N gilt
pia(n) < pa(n)

4. A macht fiir die Eingabe I € D einen relativen Fehler von

_[A() —OPT())| | A()
aal)=—0Gpry ‘OPT(I)

5. A garantiert einen relativen Fehler von e4(n), falls fir alle {I | I € D, |I| < n} gilt
eaI) <ea(n)
6. A hat eine relative Abweichung von p/y : N +— N, falls fiir unendlich viele n gilt
P (n) = pla(n)
Eine unendlich grofie Menge D' C D heifit p/y(n)-Zeugenmenge gegen A, wenn fiir alle

I €D gilt
pa(l) > py(|1))



Es folgen daraus direkt, dass
1. bei einem Minimierungsproblem 14 ¢4(n) = pa(n) ist.

2. bei einem Maximierungsproblem 1 —e4(n) = ist.

1
pa(n)
3. fur alle Probleme e4(n) < pa(n) —1 ist.

Weiter lassen sich damit obere bzw. untere Schranken der Optimallésung aus einer approxi-
mierten Losung angeben. Es folgt, dass

1. bei einem Minimierungsproblem gilt

oaaqmy AW = OPT(I) < A(I) < pa(lT]) - OPT(I)

2. bei einem Maximierungsproblem gilt

oty OPTW) < AQ) < OPT(I) < pa(ll]) - A(D)

3. bei beiden Problemtypen mit der Beziehung
|A(I) = OPT(I)| < ea(|1]) - OPT(I)
gilt
(1= ea(l1])) - OPT(1) < A(I) < (1 + £4(|1])) - OPT(1)
3.2 Unmodglichkeitsergebnis fiir das allgemeine (volle) TSP

Satz. Wenn es einen polynomiellen Approximationsalgorithmus A mit konstanter relativer Gii-
tegarantie v fir das volle TSP gibt, dann gilt P = NP.

Beweis durch Reduktion. Durch Benutzung von A mit beliebiger konstanter relativer Giitega-
rantie 7 € N kann HAMILTON auf das volle TSP reduziert werden. Es wird also HAMILTON <,
TSP[r] fir alle r gezeigt:

Sei der Graph G = (V, E) mit n = |V, gegeben. Dazu wird nun passend eine Probleminstanz
Ig = (Kp,c) fir TSP erzeugt. ¢ wird wie folgt konstruiert:

(. 0) 1 falls {u,v} € E (,kurze“ Kante)
c(u,v) =
(r—1)-n+2 sonst (,lange* Kante)

Ig kann in Polynomzeit aus G berechnet werden. Es gilt weiter:
e G € HAMILTON = kiirzeste Rundreise in I4 hat die Lange n

o G ¢ HAMILTON = kiirzeste Rundreise in I nimmt mindestens eine der langen Kanten
und hat damit eine Lédnge von mindestens

(r=1)n+24+n—-1=r-n+1>r-n

o I besitzt keine zulédssige Losung o mit n+ 1 < ¢(o) <7 - n.

Durch den folgenden Algorithmus kann also HAMILTON entschieden werden:

1: konstruiere I
2: approximiere mit A eine kiirzeste Rundreise A(I¢g)
3. if A(Ig) > r-|V] then



4 return G ¢ HAMILTON
5: else
6: return G € HAMILTON
7: end if
O

Der Ansatz der Konstruktion von Probleminstanzen anderer N P-schwerer Probleme und der
anschlieBenden Verwendung eines Scaling-Arguments kann auch fiir weitere Probleme verwendet
werden. Ebenfalls konnen damit bestimmte Bereiche fiir mogliche konstante relative Giitegaran-
tien ausgeschlossen werden, etwa p < % bei BINPACKING (in Verbindung mit PARTITION).

4 Approximationsschemata

Wiéhrend die Ergebnisse von Approximationsalgorithmen mit absoluter oder relativer Giitega-
rantie nur durch eine Modifikation oder Wechsel des Algorithmus verbessert werden koénnen,
ist es manchmal gewiinscht, im Gegenzug fiir eine verldngerte Laufzeit eine bessere Giite zu
erreichen. Dafiir sind sogenannte Approximationsschemata geeignet.

4.1 Definition

Sei 1I ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fiir II, der eine Proble-
minstanz I von II und ein 0 < € < 1 bekommt.

1. A ist ein polynomielles Approximationsschema (PAS) fir II, wenn A zu jedem I und fiir
jedes e in Zeit O(poly(]I])) eine zuldssige Losung zu I mit relativem Fehler e4(1,¢) < ¢
berechnet.

2. A ist ein streng polynomielles Approximationsschema (FPAS), wenn A ein PAS mit Lauf-
zeit O (poly (]I], %)) ist.

Satz (Umwandlung eines (F)PAS in einen exakten Algorithmus). Sei A ein (F)PAS und zu
jeder Eingabe I Z(I) eine obere Schranke. Sei ¢* = ﬁ, dann ist A(I,e*) = OPT(I). Sofern
A ein FPAS ist, liegt die Laufzeit in O(poly(|I|, Z(I))).

Beweis. Starte A mit Eingabe I und €*. Es wird eine zuléssige Losung zu I gefunden, fiir ihren
relativen Fehler gilt

_ |OPT() — A(1, ")

B OPT(I) -

Weil OPT(I) < Z(I) beschrankt ist, folgt fiir die Abweichung

ea(l,e")

OPT(I)
PT(I) — A(L,e")| <e&*-OPT(I) = —~—% <1
OPT(1) = A(L&")| < &% - OPT(D) = o <
Da die Werte zuléssiger Losungen immer ganzzahlig sind, folgt |OPT(I) — A(Z,&*)| = 0, damit
also die Optimalitat von A(I,e*). O

4.2 Unmoglichkeitsergebnisse fiir Approximationschemata

Satz. Sei Il ein Optimierungsproblem. Wenn es ein Polynom q(-,-) gibt, sodass VI € D :
OPT(I) < q(|I|,maxnr(I)) gilt, dann folgt aus der Ezistenz eines FPAS fiir I1, dass ein pseudo-
polynomieller exakter Algorithmus fir 11 existiert.

Satz. Wenn es fiir eine Optimierungsvariante eines stark NP-vollstindigen Problems ein FPAS
gibt, dann folgt P = NP.



5 GreedylS fiir IS

LU=0,t=0VO0 =V

2. while V() # () do

3: G® = der durch V® induzierte Graph

4: w; = ein Knoten mit minimalem Grad in G®
5 VO = VO — ({u} UT g0 (w))

6: U=UU {ul}

7: t=t+1

8: end while

9: return U

Satz. Sei G ein knoten-k-fdrbbarer Graph, dann ist

GREEDYIS(G) > {logk <|3V’ﬂ

Beweis. Mit dem folgenden Hilfslemma kann eine Beziehung zwischen der Anzahl der notwen-
digen Farben und dem minimalen Grad des Graphs hergestellt werden.

Lemma. Sei G ein knoten-k-firbbarer Graph, dann gilt:

Ju eV :degg(u) < Kl — ;) : |V|J

Beweis. Da G mit k Farben gefarbt ist, gibt es k¥ Mengen U; an Knoten, die jeweils mit der
gleichen Farbe ¢ gefirbt sind. Es muss nach einem Durchschnitsargument eine Menge U; mit
\Ui| > [% . \Vﬂ geben. Jeder der Knoten w in U; kann maximal mit allen Knoten aus V' \ U;
verbunden sein. Es folgt also

dega(w) < VI - U1 < VI = |- 1| = | (1-5) -1
O

Zur Vereinfachung gelte n = |V| und n; = ‘V(t)‘. Es kann k& > 2 angenommen werden. Mit
dem Hilfslemma ergibt sich fiir die Anzahl der Knoten folgende Rekursion:

Sie kann zur Ungleichung

-n__k_ (11>>”2
M T R Kt ) =

<2fir k > 2

aufgelost werden. Solange n; > 1 gilt, wird ein neuer Knoten nach U gelegt. Durch Umformen
obiger Ungleichung lésst sich dies fiir ¢ > logy, (%) garantieren. Es folgt also |U| > [logy (%)]. O
6 Knotenfarbungsalgorithmen

6.1 GreedyCol

1: for all u; € V do
2: CV(Ui) = 00

10



end for
for alli € {1,...,|V]} do
ev (i) = min{N\ {ey (D(us))}}
end for
return cy

Satz. GREEDYCOL berechnet in Zeit O(|V |+ |E|) eine Knotenfirbung aus héchstens A(G) + 1
Farben.

Beweis. Da ein Knoten v maximal A(G) viele Nachbarn haben kann, muss in [1,..., A(G) + 1]
noch mindestens eine Farbe frei sein. O

Satz. GREEDYCOL garantiert eine absolute Giite von

, weil die untere Schranke OPT(G) > 2 fir Graphen mit |V| > 2 gilt.

Satz. GREEDYCOL liefert eine Knotenfirbung aus hochstens [\/2- ]E\—‘

Zeuge. A(G) — 1-Zeuge gegen GREEDYCOL: TODO (Abbildung 2.1)

6.2 GreedyPlanarCol

10:

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

. if G ist knoten-2-firbbar then >eP
return berechne Knoten-2-Farbung >eP
: end if
: wahle Knoten u mit héchstem Grad I'(u) >I'(u) <5
entferne v und seine I'(u) < 5 Kanten aus G
. for all iibrige Teilgraphen G; do >1<i<T(u)
cy = ¢y U GREEDYPLANARCOL(G;)
: end for
: cy(u) = kleinste der freien Farbe aus {1,...,v(u) 4+ 1}
return cy

Satz. GREEDYPLANARCOL hat eine maximale Gitegarantie von KGreepyPranarcor(n) = 3.

Beweis. Ist G knoten-2-farbbar, so liefert GREEDYPLANARCOL auch eine Knoten-2-Farbung
zuriick. Es gilt also im Folgenden OPT(G) > 3 und damit

6.3 GreedyCol2

t=1,vH =y

while V® £ ¢ do
G® = der durch V® induzierte Graph
U; = GREEDYIS(G®))
farbe alle Knoten in U; mit Farbe ¢
V(t+1) — V(t) - U,
t=t+1

end while

return berechnete Farbung

11



Satz. Fir einen knoten-k-farbbaren Graph G = (V,E) mit n = |V| gibt GREEDYCOL2 eine
Farbung mit hochstens logﬁ Die relative Giitegarantie liegt als in O
Lk

o log n

Beweis. Zur Vereinfachung bezeichne n; = ‘V(t)’. Aus der Analyse von GREEDYIS folgt |Uy| >
logy, (%). Es ergibt sich die Rekursion

ny=n

Tt
ngy1 < ng — logy, ( 3 )

Nun wird bestimmt, fiir welches ¢t n; < 1 eintritt denn dann bricht der Algorithmus ab.

Behelfsméfig sei ny > ﬁ Mit der Beziehung - g — > Z \/n ergibt sich
8k \ 16

1o <”>>1 (” )>lo <,/”> Lo (”)
8:\3) = B 3 logen) = B \V16) ~ 2 9%\ 16

ﬁ also gilt, werden pro Runde mindestens 1 5 - logy, ( ) Knoten pro Runde
AT
gefarbt. Nach hochstens ¢t < 127(”) gilt die Ungleichung nicht mehr. Farbt man jetzt alle
8k \ 16
verbliebenen Knoten mit jeweils einer eigenen Farbe, werden insgesamt maximal m +t<
AT

Solange n; >

—3n__ vergeben.
lo: k( )
M1t k = xg = OPT(G) ergibt sich fiir die relative Giitegarantie:

3n
GREEDYCOL2(G) < loex(45) —(9( n )
OPT(G) - k0 logn

7 Kantenfarbungsalgorithmen

7.1 GreedyColEdge

for all ¢; € E do
cg(e;) = 00
end for
for all {u,v} € E do
ce({u,v}) < min(N\ {ce({w, w})|{u,w} € E} U{cg({v,w}){v,w} € E})) > Kante
bekommt kleinste freie Farbe
end for

Y

: return cg

Satz. GREEDYCOLEDGE liefert eine Kantenfiarbung mit hichstens 2 - A(G) — 1 Farben, fir die
absolute Giitegarantie gilt kGreppyCorEpar = A(G) — 1.

Beweis. Erreicht GREEDYCOLEDGE eine noch ungefirbte Kante, kénnen an ihre beiden Knoten
jeweils maximal A(G) — 1 andere Kanten antreffen. Es muss also noch mindestens eine Farbe
aus der Menge {1,...,2- A(G) — 1} frei sein.

Fiir eine Kantenfarbung werden mindestens A(G) Farben benotigt, also folgt

KGreepyCorEpce = |GREEDYCOLEDGE(2) — OPT(G)| < [2-A(G) —1 - A(G)| = A(G) — 1

O]
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8 GreedyVC fiir VertexCover

1. C = @

2: while F # () do

3: wahle beliebige Kante {u,v} € E

4: C=CU{u,v}

5: 16sche u, v und die dazu adjazenten Kanten aus G
6: end while

7: return C

Satz. GREEDYVC liefert eine Knotentiberdeckung mit relativer Glite 2.

Beweis. Wenn GREEDYVC zwei Knoten hinzufiigt, konnte es auch ausreichen, nur eine einzelne
Kante aufzunehmen. Es werden auflerdem nie mehr als 2 Knoten pro Kante aufgenommen. [

9 NextFit fiir BinPacking

1: k=1
2: Bl = @
3: for alli e {1,...,n} do
4: if S(CLZ‘) + S(Bk) > 1 then
5: k=k+1
6: Bk = (D
7 end if
8: By = By U{a;}
9: end for
10: return (By,..., By)

Satz. NEXTFIT approximiert BINPACKING mit relativer Gitegarantie pNgxrrir = 2.

10 Christofides’ Algorithmus CH fiir ATSP

Ein Matching M eines kantengewichteten Graphen G ist ein Teilgraph von G mit A(G) < 1.
Ist G ein vollstandiger Graph mit |V| gerade, dann gibt es perfekte Matchings. In einem per-
fekten Matching haben alle Knoten genau den Grad 1. Ein perfektes Matching mit kleinstmdog-
lichem Gewicht wird als leichtestes Matching bezeichnet. Ein solches leichtestes Matching kann
in O(n%*° - (logn)*) berechnet werden.

Als Multi-Graph wird ein Graph bezeichnet, der um mehrere Kanten zwischen den gleichen
Knoten erweitert wurde.

Wird in einem Pfad jede Kante des (Multi-)Graph genau einmal besucht, so spricht man von
einem Euler-Pfad. Bildet der Pfad einen Kreis, so nennt man ihn Euler-Kreis oder Euler-Tour.
Haben alle Knoten von G geraden Grad, so existiert eine Euler-Tour in G. Diese lasst sich in
O(|V| + |E|) berechnen.

Der Algorithmus von Christofides (CH) geht wie folgt vor:

berechne einen minimalen Spannbaum Ty von I = (K, c)

S = {v € Tcy | degg,, (v) ungerade} > | S| ist gerade
berechne auf dem durch S induzierten Teilgraphen des K, ein leichtestes Matching My
berechne eine Euler-Tour £ = (uy,ug,...) auf Tog W Mcop > Top W Mo kann Multi-Graph
sein, alle Knoten haben geraden Grad

entferne Wiederholungen von Knoten in E, sodass man E’ erhilt

6: return E’

o
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Satz. CH, gestartet mit einer Eingabe auf n Knoten, garantiert eine relative Giite von pcy <

3 — Lin einer Laufzeit von O(n*® - (logn)*).

Beweis. Sei R* eine optimale Rundreise fiir I, d.h. ¢(R*) = OPT(I). Es gilt CH(I) = ¢(E’') <
3

(3 — 1) ¢(R*) zu zeigen.

1. Da R* aus n Kanten besteht, muss durch ein Durchschnittsargument mindestens eine
Kante e mit c(e) > @ existieren. Wird diese aus R* entfernt, so enthilt man einen
Spannbaum des K. Da Tcy minimal ist, gilt

c¢(R*)

o(Ton) < o(f") = ) = (1= 1) el

2. In beliebigen Bdumen ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

3. Zur Vereinfachung werden die Knoten so umbenannt, dass R* = (uqy,ug, ..., Uy, uy) ist. S
kann dann als S = {w;,,...,ujq} mit iy <--- <i5 geschrieben werden.
Aus S kann ein Kreis H = (u;,, . .. 5 Ui S|vui1) gebildet werden. Durch die Dreiecksunglei-

chung (|H| < n und jede ,Abkiirzung® ist maximal gleich lang wie der Weg in R*) gilt
c¢(H) < c¢(RY).

Es konnen zwei perfekte Matching M; und Ms auf H berechnet werden, denn |S| ist
gerade. Weil Mcy minimal ist, folgt 0.B.d.A. mit ¢(M7) < ¢(Ms) die Aussage

c(Mcn) < ¢(Mr) < % -(e(My) + (M) = 5 - ¢(H) < 5 - ¢(R")

N | —
N =

4. Da jeder Knoten in Tog U Mgy geraden Grad hat, kann eine Euler-Tour E berechnet
werden. Weil diese nur Kanten aus Tl Moy benutzt, kann ihre Ladnge mit den vorherigen
Ergebnissen wie folgt beschriankt werden:

o(B) = e(Ton & M) < (1 - i) L o(R) + % Co(RY) = (2 - 711) L OPT()

5. Durch die Dreiecksungleichung kann E’ nicht langer als F werden.

O
Zeuge. TODO
11 Approximationsschema fiir Rucksack
11.1 DynRucksack zur exakten Losung von Rucksack
Fiir eine Instanz I = (W, vol,p, B) kann direkt eine obere und eine untere Grenze fiir den

maximalen Wert der Fiillung angegeben werden:
Pmax S OPT(I) S n- Pmax

Sei Fj(av), wobei j € {0,1,...,n} und a € Z gilt, das kleinste benétigte Rucksackvolumen, mit
dem man einen Wert von mindestens « erreichen kann, wenn man die ersten j Waren einpacken
darf. Die formale Definition

Fj(a) = min{vol(R) | R C {1,...,j},p(R) > a}
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lasst sich durch die folgende Rekursion ausdriicken:

0 falls <0
fila) =< o0 fallsa>1,7=0
min{Fj_1(a — p;) + vol(j), Fj—1(a)} sonst (sog. Bellmannsche Optimalitatsgl.)

Der Algorithmus DYNRUCKSACK setzt diese durch dynamische Programmierung um:
a=0
repeat

a=a+1

for j € {1,...,n} do

Fj(a) = min{Fj_1 (o — p;) + vol(j), Fj—1(c)}

end for
until B < F,(«)
return o — 1

Satz. DYNRUCKSACK berechnet zur Eingabe I den Wert OPT(I) in Zeit O(n - OPT(I)) =
O(n? - Pray).

11.2 ARJk] zur Approximation mit konstantem relativen Fehler

Der Algorithmus ARI[k] rechnet mit um den Faktor k reduzierten, gerundeten Preisen:
1: pred(w) = V%
2: Iroq = <VV7 vol, Pred, B>
3: R = DYNRUCKSACK (Ireq)
4: return Ry

Satz. AR[k] macht bei Eingabe I einen relativen Fehler von EAR[K] < % und hat eine Laufzeit
von (’)(n2 . —P‘E"”‘).

Beweis. Sei R* die Indexmenge einer optimalen Rucksackfiillung fiir I und Ry die berechnete
Indexmenge der Losung des um k reduzierten Problems I,eq.

Da Ry, eine optimale Losung fiir Iieq ist, gilt OPT(Lieq) > 3= jcp |52 ]. Weiterhin ist Ry, eine
zuldssige Losung fiir 1. Es gilt dann:

ARID =p(F) = k- 3 |2 | = k- OPT(T,)

JERE
JER JER JER
— OPT(I) — k- |R*| > OPT(I) — k-n

Damit folgt fiir den relativen Fehler die zu zeigende Aussage

_AR[K(D) ~OPT(D| _ _ken _ ken
CARIK = OPT(I) = OPT(I) = Prax

11.3 FPASRucksack zur Umwandlung in ein streng polynomielles
Approximationsschema

Um ein FPAS zu erreichen, muss gezeigt werden, dass jedes € €]0, 1] als relativer Fehler erreichbar
ist. Der Algorithmus FPASRUCKSACK verwendet dazu AR[k] und konstruiert ein passendes k:
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1: bestimme n und Pp.x aus der Eingabe [

. — . Pmax
2 k=g

3: return ARIK](])

Satz. FPASRUCKSACK ist ein FPAS fiir RUCKSACK mit einer Laufzeit von O (n . log% + E%)

12 Randomisierte Approximationsalgorithmen

12.1 Die probabilistische Methode mit Algorithmus A
Satz. Sei @ eine boolesche (n, m)-Formel in KNF, dann gilt

-m

| =

max{wahr (FALSE, ..., FALSE, ®) ,wahr (TRUE, ..., TRUE, ®)} >

Beweis. Wenn eine Belegung aus lediglich 0.B.d.A. TRUE weniger als die Hélfte der Klauseln
erfiillt, muss die Belegung aus lediglich FALSE den Rest, also mehr als die Héflte erfiillen. O

Der folgende Algorithmus A nutzt die sogenannte probabilistische Methode aus, in dem eine
Belegung fiir jede Variable stochastisch unabhéngig durchgefiihrt wird:

1: forie{l,...,n} do

) TRUE mit Wahrscheinlichkeit %
: €Ty =

‘ FALSE mit Wahrscheinlichkeit %
3: end for
4: return by = (x1,...,2,)

Satz. Sei k; die Anzahl der Literale in C;. Es gilt

1

P [Cj wird durch den Algorithmus A erfillt] =1 — o
J

Beweis. Beweis iiber Gegenwahrscheinlichkeit, dass alle Literale nicht erfiillt sind (stochastische
Unabhéngigkeit). O

Satz. Fir jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel mindestens k Literale
hat, gilt:

1
E[A®)] > (1 _ 2k) ‘m
Des Weiteren existiert eine Belegung b mit wahr(b, ®) > (1 - 2%) -m.
Beweis. Fiir jede Klausel C; wird eine Indikator-Variable Z; mit

{1 falls b4(C;) =TRUE
Zj =

0 sonst

eingefiithrt. Da ihr Erwartungswert gleich der Wahrscheinlichkeit, dass sie 1 annimmt, ist, folgt

BIA(®@)] = E[wahx(bs, ®)] = B |3 2;| = > (1 _ 2k> > (1 _ 2) m
j=1 j=1
Die Existenz einer solchen Belegung folgt aus einem klassischen Durchschnittsargument. O

Satz. Sei 2¥ > m, dann ist jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel min-
destens k Literale hat, erfillbar.
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<1
m
Beweis. Eingesetzt in die vorherige Aussage, erhédlt man dann (1 — 2%) m=m—- — =

m.

ok
Aus einem Durchschnittsargument folgt auch hier, dass es eine Belegung b mit wahr(b, ) = m
O

geben muss.

Satz. Algorithmus A hat fir jede (n,m)-Formel ® in KNF, in der jede Klausel mindestens k
Literale hat, eine erwartete relative Giite von
_ OPT(®) m 1
= = = 1
EA@] = (- &) m 1-%

Epa(®)]

. Die Laufzeit des Algorithmus ist O(n). Wenn die kiirzeste Klausel mindestens 2 Literale hat,
hat A die erwartete relative Gfite %.

Satz. Algorithmus A garantiert fir jede boolesche (n,m)-Formel ® in KNF sogar eine erwartete

3

relative Gite von 5.

12.2 Arithmetisierung und Randomized Rounding mit Algorithmus B

MAX-SAT kann auch als Lineares Programm (LP) ausgedriickt werden. Es bezeichnen im Fol-
genden S]@ die Menge der Variablen, die in C} nicht negiert vorkommen, und Sj6 die Menge der
Variablen, die in Cj negiert vorkommen. Fiir jede boolesche Variable x; wird eine 0-1-Variable Z;
eingefiihrt; fiir jede Klausel C; eine 0-1-Variable Zj. Es ergibt sich also das folgende ganzahlige
lineare Programm (ILP) B fiir MAX-SAT:

m
maximiere E Z;

7j=1

geméiﬁ Z {i‘i + Z (1 - iz) > Zj Vj
LI,‘@'ESJG.B J}iESj@
T; € {0, 1} Y1
Zj € {0,1} vj

Relaxiert man die Bedingungen, dass ;, Zj € {0,1} gelten muss, und fordert stattdessen Vi, j :
0< ﬁi,Zj < 1, kann das resultierende LP B, in Polynomzeit gelost werden. Das LP selbst
hat ebenfalls eine polynomiell beschrankte Anzahl an Bedingungen, sodass die Gesammtlaufzeit
auch polynomiell beschrénkt ist.

Durch die Relaxierung entsteht die folgende Beziehung (exemplarisch fiir ein Maximierungs-
problem), die als Superoptimalitit bezeichnet wird:

OPT(B.) > OPT(B) = OPT(®)

Im Allgemeinen ist die rationale Losung o, von By also keine zuléssige Losung fiir B. Hierzu
miissen die &; auf 0 oder 1 (bzw. die x auf FALSE oder TRUE) gerundet werden. Eine Moglichkeit
hierzu stellt der durch die stochastische Funktion 7 : [0, 1] — [0, 1] parametrisierte Algorithmus
RANDOMIZEDROUNDING[7| dar:

1. forie{l,...,n} do
TRUE mit Wahrscheinlichkeit 7(%;)

2: T =

‘ FALSE mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7(Z;)
3: end for
4: return bp = (z1,...,2y)

Damit kann dann der Algorithmus B gebildet werden, der MAX-SAT approximiert:
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1: konstruiere das LP B, zur Eingabe ®
2: ermittle die rationale Losung b von By
3: return RANDOMIZEDROUNDING[7(z) = 2](byel)

Satz. Sei k; die Anzahl der Literale in C;, dann gilt
1)
P [C; wird durch den Algorithmus B erfillt] > (1 - (1 - k‘) ) - Z;
J
Beweis. Erneut wird iiber die Gegenwahrscheinlichkeit argumentiert:

P [C; wird durch den Algorithmus B nicht erfiillt] = {Hz-e 5@
195

Es folgt
P [C; wird durch den Algorithmus B erfiillt] = 1 — [Hme o (1— ﬁ:z)] [HIE 50 ﬁ;z]
i€2; i€2;

A A k;
ZIZ‘ES]@ (1 - $7') + Z%;ESJQ 151) ’

>1- 5
1 [S8| = Syres0 20+ |S7| = Eapeso (1 1) K
k;
k;
. kj — (ineS]@ Ty + inesje (1- jl))
k;

NB von B 2 . ki Konkavitat &
1—(1-+2 > 1—(1-— :
kj kj
O
Satz. Fiir jede boolesche Formel ® in KNF, in der jede Klausel hichstens k Literale hat, gilt
1 k
E[B(®)] > (1 - (1 - k) ) . OPT()

k
Satz. Mit der bekannten Abschdtzung 1 — (1 — %) > 1—1 fir alle k € N betrigt die erwar-
tete Anzahl an erfillten Klauseln von Algorithmus B bei einer Eingabe ® in KNF mindestens

1-1).OPT(®) ~ 0.632- OPT(®).
Algorithmus B hat also eine erwartete relative Giite von

Elpp(?)] < T
&
Satz. Mitm(z) = -z + 3 oder 1 — & < m(z) < 4%~ kann Algorithmus B sogar eine erwartete

1
2
relative Gite von 3 erreichen.



12.3 Hybrider Ansatz durch Kombination mehrerer Verfahren

Aus den bestimmten Giitegarantien ldsst sich ablesen, dass Algorithmus A besonders gut fiir
Formeln geeignet ist, die keine Klauseln aus nur einem Literal enthalten. Algorithmus B eignet
sich allgemein gut, wenn die auftretenden Klauseln kurz sind.

Beide Verfahren kénnen nun automatisch kombiniert werden, um eine insgesamt bessere Gii-
tegarantie zu erreichen. Dier erste Moglichkeit hierzu ist der Algorithmus C),,:

A(®) mit Wahrscheinlichkeit p4
1: return
B(®) mit Wahrscheinlichkeit 1 —pg
Alternativ startet der Algorithmus Cyye immer beide Algorithmen:
1: by = A((I))
2: bp =B ((I))

3: return max{ba,bp}
Es gilt offensichtlich

ECane(®)] = E[Cp, (P)] = pa- E[A(®)] + (1 —pa) - E[B(D)]
fir alle p4 € [0, 1].
Satz. Der Algorithmus C% hat eine erwartete relative Giite von %.
Beweis. Es sind folgende Erwartungswerte bekannt:

E[A(®) = Zn: 3 <1 - 21k> 4= zn: Z <1 _ ;}g) 2,

k=1 Cj hat k Literale k=1 Cj hat k Literale
n 1 k R
EB® =Y Y (1—(1_k)>.zj
k=1 Cj hat k Literale

Es folgt also fiir C 1

>

k=1 Cj hat k Literale

=
Q
D=
—~
S
vV
| =
3
/N
—_
|
[ =
+
—_
|
A/
—_
|
Bl
S~
=
~_—
QN>

1 3 & .
552 X 4
k=1 Cj; hat k Literale
3N 4 3
:ZZZ]-21~OPT(<I>)

1

J

12.4 Derandomisierung durch die Methode der bedingten Erwartungswerte

Die Ansitze mancher randomisierter Algorithmen kénnen so modifiziert werden, dass sie de-
terministisch ein Ergebnis zuriickliefern, was mindestens so gut wie der Erwartungswert des
nicht-deterministischen Algorithmus ist. Man macht sich hierbei unter anderem die Eigenschaft
des randomisierten Algorithmus zu Nutze, dass der Erwartungswert auch ohne wirkliche Aus-
fiihrung des Algorithmus berechenbar ist.

Der Algorithmus DERAND A benutzt den Erwartungswert fiir Algorithmus A um nach und
nach alle Variablen x; zu belegen. Fiir jede Variable wird einmal TRUE und FALSE eingesetzt,
dann mit der resultierenden Formel mit héherem Erwartungswert fortgefahren:
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1: forie{l,...,n(I)} do

2: Wearse = F [A(I) ’ T1yeee, Lim1, T = FALSE]
3: Wrrog = E [A(I) | Tlyeeey Lj—1,T; = TRUE]
4: if Wrysg < Wrgys then
5

6

7

z; = TRUE
else
: z; = FALSE
8: end if
9: end for
10: return b = (z1,...,Ty(1))

Satz. Der Algorithmus DERAND__A approximiert MAX-SAT mit relativer Worst-Case-Glite

PDrrAND A = i in Polynomzeit.

13 Approximation durch Lineare Optimierung

Die zum Losen eines LP mit k& Variablen benéttigte Zeit wird im Folgenden als L (|LP|, k) be-
zeichnet. Sie liegt in der GroBenordnung O(k* - [(LP)[?).

13.1 Ganzzahligkeitsliicke

Der fiir MAX-SAT gewéhlte Ansatz ldsst sich im Prinzip auch auf verschiedenste andere kom-
binatorische Optimierungsprobleme II anwenden. Verallgemeinert bezeichnet man ihn als Run-
dungsansatz (exemplarisch fiir Maximierungsprobleme):

1. Beschreibung der Instanz I von II durch ein ganzzahliges Lineares Programm X, was als
Arithmetisierung bezeichnet wird. Es gilt damit OPT(I) = OPT(X).

2. Fallenlassen der Ganzzahligkeitsbedingung (Relaxierung), sodass das entstandene Lineare
Programm X, in Polynomzeit 16sbar ist. Durch die Superoptimalitét gilt OPT(X,e) >
OPT(X).

3. Der Approximationsalgorithmus A 16st X, und rundet die rationale Lésung geschickt zu
einer zuléssigen Losung o € S(I).

4. Beweis, dass A(I) > % -OPT (X)) gilt.

5. Aus der Superoptimalitét folgt A(I) > % -OPT(I).

Fiir ein kombinatorisches Maximierungsproblem II mit Eingaben I € D sei X jeweils das
dquivalente ILP und X, jeweils das relaxierte LP. Dann bezeichnet

OPT(X.e)

= e >
OPT(X) \IeD}_l

v = max {
die Ganzzahligkeitsliicke (,,integrality gap“) der Relaxierung.
Fir das LP B, fiir MAX-SAT bestimmt sich die Ganzzahligkeitsliicke aus der booleschen
(2,4)-Formel ® = (z1 Va2) A (TTVa2) A(z1 VT2) A (T1VT2): OPT(®) = 3, aber OPT(By) = 4.
Damit folgt v < %.

Allgemein folgen mit ~ > OPT(Xre1)

OPT(X) die beiden Aussagen

A(I) > % . OPT(I)

p =

Daraus kann geschlossen werden, dass der Rundungsansatz die Ganzzahligkeitsliicke nicht
iiberwinden kann und Modellierung in LP mit geringer Ganzzahligkeitsliicke wichtig ist.
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13.2 Arithmetisierung von SetCover

Sei X = {S;,,...,5;} eine Sammlung von Gruppen, dann bezeichne die Notation V(X) =
Si, U---US;, die Menge der von X iiberdeckten Objekte. Weiter bezeichne Gg = max{|S;| |
1 < i < m} die Méachtigkeit der grofiten Gruppe, degg(u) = |[{S; |u € S; € S}| den Grad des

Objekts u € V und Ag = max {degg(u) | u € V'} den Grad von S.

Bei der Arithmetisierung wird pro Gruppe S5; eine 0-1-Variable x; eingefiihrt, die genau dann

1 ist, wenn S; € Scoy. Damit lautet das ILP X fir SETCOVER:

m
min Z T;
—

K2

gemaf Z z; > 1 YueV
1UES;
xz; € {0,1} Vie{l,...,m}

Satz. Fiir die kanonische Relazierung X,e1 von X gilt fiir die Ganzzahligkeitsliicke

-logn

N | =

v 2

13.3 Deterministisches Runden mit DetRoundSC

Lo(Z1y ...y @) = 16se Xya
2: Scov =0

3: forie {1,...,m} do

4: if x; > ALS then

5: Scov = Scov U {Sz}
6: end if

7: end for

8:

return Sgq,

Satz. DETROUNDSC berechnet fiir eine Instanz S von SETCOVER in Zeit O(m + L(nm,m))

eine Uberdeckung. Ferner gilt DETROUNDSC(S) < Ag - OPT(S).

Beweis. Zu einem beliebigen Objekt u € V gehort die Nebenbedingung »-;.,cq. z; > 1 mit
degg(u) Summanden. Mit einem Durchschnittsargument kann jetzt also gefolgert werden, dass

fiir einen der Summanden z; gilt:

> b
degg(u) — Ag

Ti >

Damit wird fiir jedes u mindestens ein {iberdeckendes S; aufgenommen, also stellt die Ausgabe

eine Uberdeckung dar.
WEeil fiir jede Gruppe S; € Scov Ag - z; > 1 gilt, folgt fiir die Qualitdt der Ausgabe

DETROUNDSC(S) = |Scov| < ZAS Xy = AS . le = AS : OPT(Xrel) < AS . OPT(S)
=1

=1

13.4 Unzuverldssiges Randomized Rounding mit RandRoundSC|r]

(21, .., 2y) = lose Xpa
2: XZ@
3: forie {1,...,m} do
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4: mit Wahrscheinlichkeit 1 — e "% y = x U {S;}
5: end for
6: return y

RANDROUNDSC]|r] ist ein sogenannter Monte-Carlo-Algorithmus, weil er auch nicht zuléssige
Losungen zuriickliefern kann.

Satz. Fir eine Eingabe S von SETCOVER sei x die Ausgabe von RANDROUNDSCI]r|. Dann
gelten

1. P [yist eine Uberdeckung] >1—n-e™"
2. Ef|x|] £ r-OPT(S)
Beweis. 1. Sei u ¢ V, dann gilt:
PlueV(x)] = P[Vimitu € S; : S; ¢ x]
= Miues,e " = (jues,e )" = (e_ Liimes, zi>r
<e "
Die Wahrscheinlichkeit, dass es ein nicht iiberdecktes Objekt gibt, ist folglich

PEUeV:ug¢V(x)<n-e’

2. Fur x| folgt

Ex[=)_P[Siex]=>_ (1—-e"™)<r-Y x;=r-OPT(X;a) <r-OPT(S)
=1 i=1 =1

13.5 Las-Vegas-Algorithmus LasVegasSC|r| fiir zuverldssig zuldssige Losungen

lose das LP X,¢
T7T=0
repeat
X = RANDROUNDSCIr|(5)
T=7+1
until V(x) =V
return S.o, = x
Das LP X, wird dabei nur einmal und nicht erneut in RANDROUNDSC[r] gelost. LASVEGASSC|r]
ist ein sogenannter Las-Vegas-Algorithmus, weil er immer eine zuléssige Losung zuriickliefert,
seine Laufzeit allerdings zuféllig ist.

Satz. Sei S eine Eingabe von SETCOVER und gelte r > Inn. Fir LASVEGASSC|r] gelten dann
1. Seoy ist eine Uberdeckung mit erwarteter Grifie von hichstens r - OPT(S).
2. Die erwartete Anzahl der Iterationen der Repeat-Schleife ist hdchstens (7:7)2

Beweis. 1. Das Ergebnis folgt direkt aus der Analyse von RANDROUNDSC]r].
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t - P [erst die t. Wiederholdung ist eine Uberdeckung]

oy
=)

I
hE

I
A

t- P [t—1 Wiederholdungen sind keine Uberdeckung]

AN
hE

t=1
— t—1 Konvergenz durchr>Inn 62T

< St ey e
=1 (n—e")

O]

Satz. LASVEGASSC|lnn + 1] garantiert eine relative erwartete Giite von Inn + 1. Der Erwar-
2
tungswert fiir die Anzahl der Iterationen der Schleife ist (L) < 2.503.

e—1

14 Ausnutzen der Dualitit von Linearen Programmen

14.1 Herleitung der Dualitat

Ein LP fiir ein 0.B.d.A. Minimierungsproblem kann wie folgt geschrieben werden:

L

min z(¥) =c¢ -7
geméf A-Z>0b
£>0

Es bezeichnen row; [A] die i. Zeile der Matrix A und row; [A] - Z > b; die i. Nebenbedingung des
LP.

Mit 7 > 0 kénnen folgende neue Nebenbedingungen erzeugt werden, die ebenfalls von jeder
zuldssigen Losung erfiillt werden:

groA-Z>g" b

Wihlt man die y; so, dass die aus ihnen berechneten Koeffizienten der z; kleiner als die jeweiligen
ci, gilt fiir diese 7 2(Z) > §* - A- & > §* - b fiir alle zuldssigen Losungen #. Damit bildet 77 - b
eine untere Schranke fiir den Wert einer optimalen Losung. Diese untere Schranke kann folglich
mit dem sogenannten dualen LP maximiert werden:

max  ((§) =b"-§
gemaf AT.g<é
j>0

Satz. Jede zulissige Losung § liefert eine untere Schranke () fir die Zielfunktion z(x) fir alle
zuldssigen Losungen des Primals. Damit gilt die als schwache Dualitit bezeichnete Beziehung

C(¥) < 2(2)

Satz. Fir optimale Losungen Zop des Primals beziehungsweise §opy des Duals gilt z(Zopt) =

C(Zjopt)-

Man bezeichnet die Differenz zwischen dem Wert einer Nebenbedingung und ihrer Grenze als
Schlupf. Der primale Schlupf der j. Nebenbedingung des Duals ist also p; = row; [A] - & — b;;

der duale Schlupf der i. Nebenbedingung des Duals s; = ¢; — row; {AT} - 4. Betrégt der Schlupf
0, so ist die Nebenbedingung scharf.
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Satz (Satz vom komplementiren Schlupf). Seien & und § zuldssige Losungen des Primals
beziehungsweise Duals. Sie sind genau dann optimale Lésungen, wenn fir alle i und j y; -

(row; [A] - ¥ — b;) = 0 und (ci — row; [AT} g’) -x; = 0 gilt. Die Bedingung konnen auch als
y; > 0 = row; [A] - & = b, j. Nebenbedingung des Primals scharf (1)
x; > 0 = row; {AT} = i. Nebenbedingung des Duals scharf (2)
formuliert werden. Fiir Approzimationsalgorithmen ist vor allem die zweite Aussage wichtig.

Satz. Sei Il ein Minimierungsproblem, I eine Instanz von I, X das zu I gehérige ILP, X,q
dessen Relaxierung und Yo das Dual zu Xy sowie & und i beliebige zuldssige Lésungen von X
bzw. Yiel, dann gilt:

C(¥) < {(Fopt) = OPT(Yre) = OPT(X1e1) = 2(Zopt) < OPT(X) = OPT(I) < 2(7)

14.2 Lineare Programme fiir SetCover

14.2.1 Primal X

m
min Z T;
—

(2

geméf Z x; > 1 Vu; €V
u €S;
x; € {0,1} Vie{l,...,m}

14.2.2 Relaxiertes Dual Y,

n
max Zyj
j=1
gemaf Z y; <1 vS; €S
j:quSi
0<y <1 vie{l,...,n}

14.3 Entwurf neuer Algorithmen fiir SetCover mittels Dual Fitting

Beim Dual-Fitting wird allgemein versucht, Gleichung (2) zu erfiillen. Zunéchst wird dazu eine
zuléssige Losung ¢ des Duals bestimmt, bei der einige Nebenbedingungen scharf sind. Die den
scharfen Nebenbedingungen entsprechenden Variablen z; des Primals werden dann als Approxi-
mation auf 1 gesetzt, die anderen auf 0. Das so entstandene Z gibt mit z(Z) eine obere Schranke
an. Die Qualitdt der Losung héngt dabei stark vom urspriinglich bestimmten § ab.

14.3.1 DualPurSC

DUALPURSC 16st das relaxierte Dual optimal und baut damit eine zuldssige 0-1-Losung fiir X:
1: bestimme optimale Losung i des relaxierten Duals Yiq
2: forie {1,...,m} do
3: if i. Nebenbedingung von Y;e scharf then

4 ;=1 > mit erfiillter Nebenbedingung folgt Zj:uj €S, Yji = T
5 else

6: x; =0

7 end if
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8: end for
9: return (xy,...,%y)

Satz. DUALPURSC liefert eine Uberdeckung der relativen Giite Ag in Zeit O(m + L(mn,n)).

Beweis. Die Ausgabe ist eine Uberdeckung, weil bei einer Nichtiiberdeckung eines Objekts wu;
alle z; fir S; € S mit u; € 5; gleich 0 wiren. Dann wére auch der duale Schlupf der zugehorigen
i. Nebenbedingung nicht 0 und y; koénnte vergréfiert werden. Damit ist die urspriingliche Losung
y aber nicht optimal gewesen.

Da fiir jedes ¢ mit x; = 1 gilt Zj:ujesi y; = 1, folgt fiir die Qualitidt der Losung:

DuALPURSC(S) :in =Y 1=> Y y<Ag- Zyg

i =1 i:x;=1 jiu; €S;

=Ag - OPT( rel) < Ag - OPT(S)

O

14.3.2 PrimalDualSC_1
PRIMALDUALSC 1 berechnet jetzt keine optimale Lésung von Y mehr:

1: for all y; do

2 Yj = 1

3: end for

4: for i € {1,...,m} do

5: z; =0

6 dualer__schlupf[i] =

7: end for

8: while es ein nicht tiberdecktes Objekt u; gibt do

9: bestimme eine Gruppe S; mit u; € S; mit minimalem dualer schlupf([]

10: T, =1

11: yj = dualer_ schlupf([i] > 1. Nebenbedingung scharf: x; = Zj:uje S; Yj
12: for all ¢/ mit u; € Si do

13: dualer schlupf[i'] = dualer_ schlupf[i'] — y; > Aktualisieren des dualen Schlupfs
14: end for

15: end while

16: return (x1,...,Ty)

Satz. PRIMALDUALSC 1 gibt eine Uberdeckung der relativen Giite Ag nach Zeit O(n-m) aus.

Beweis. Die While-Schleife kann bis zu n mal durchlaufen werden, wobei fiir die Bestimmung
der Gruppe mit minimalem dualen Schlupf jeweils O(m) Schritte benotigt werden.

i/ ist zu Beginn eine zuldssige Losung und jeder Eintrag wird nur maximal einmal verandert,
also ist auch ¢ auch am Ende eine zuldssige Losung. Fiir die Qualitdt kann die Rechnung fiir
DUALPURSC erneut verwendet werden. O

14.4 Analyse bestehender Algorithmen fiir SetCover

Ein bestehender Algorithmus, der eine 0-1-Losung des urspringlichen ILPs X berechnet, wird
so erweitert, dass er gleichzeitig eine zuléssige Losung 4 fir Y. konstruiert. Da Z und 3 von
einander abhéngen, hangt auch z(Z) von ¢ ab. Kann daraus der Wert ((¥) isoliert werden, kann
eine obere Schranke des Wertes der Losung zu I berechnet werden.
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14.4.1 PrimalDualSC_2

Ein bestehender gieriger Algorithmus, der immer die Gruppe wahlt, die am meisten noch nicht
iiberdeckte Objekte iiberdeckt, wird so erweitert, dass man die Dualitdt der LP zur Analyse
verwenden kann. Es sei #(n) = Y_j_;  die n. harmonische Zahl. Fiir sie gilt die Ungleichung
H(n) <lnn+1.
for alli e {1,...,m} do
xX; = 0
end for
C=10 > C enthélt die schon tiberdeckten Objekte
while C' # V do
bestimme einen Index ¢ mit maximalem |S; \ C|
€Tr; — 1
for all u; € S;\ C do
plus] = gig >ai=1und 32, cg\oplus] =1
Yi = ey Pl > H(Gs) - yj = pluy]
end for
C=CuUS;
: end while
14: return (z1,...,2Ty)

e S
Wy P

Satz. PRIMALDUALSC__ 2 liefert eine Uberdeckung der relativen Giite H(Gyg) in Zeit O(n-m).

Beweis. Erneut kann die While-Schleife maximal n Mal durchlaufen werden, und die Bestim-
mung des Index ¢ kann O(m) Schritte dauern.

Zunéchst ist zu zeigen, dass i eine zuldssige Losung von Y. bildet: Betrachte die i. Neben-
bedingung und die zugehérige Gruppe S; = {u;,, ..., u;, }, wobei die Objekte in 0.B.d.A. genau
dieser Reihenfolge durch den Algorithmus iiberdeckt worden sein sollen. Es gilt k¥ < Gg. Nun
wird die Runde betrachtet, in der u;, iiberdeckt wurde. Wére S; in dieser Runde gewéhlt worden,
wéren neben uj, noch k — [ weitere Objekte uniiberdeckt. Die tatséchlich gewahlte Gruppe trifft
also noch mindestens k — [ + 1 Objekte inklusive u;,. Damit gilt p[u;,] < k%m und

1 1
< .
Y= 30Gs) k—1+1

Folglich ist die ¢. Nebenbedingung des Duals erfiillt mit

k
1 Hik) _

k

1

Yj < : = <
l:zl It H(Gs) l:zl E—1l+1 H(Gs)

Fiir die ausgegebene Uberdeckung gilt

PRIMALDUALSC_2(5) =Y "z = Y _pluj] = H(Gs) - Y _y; < H(Gs) - OPT(S)

Mit Gg < n folgt unmittelbar, die relative Giitegarantie von Inn+1 von PRIMALDUALSC_ 2.
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